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"^Rf^F ALEXANDER jUWWt. 



I 

Dos Kelativitätsprinzip , welches wir Einstein^) vordanl<en, be- 
hauptet, daß die Erscheinungen in oinem System von Körpern nur 
von den Lagen und den Bewegungen jener Körper relativ zueinander 
abhängen, in dem Sinne, daß der Umstand, daß ein System yon Körpern 
als Ganses irgendeine konstante Translation ha^ auf die sieli in diesem 
System abspielemdeii Encheinangen keinwlei Einfluß hai. 

Beim ersten AnbHek bekommt man Tielleklit den Eindrack, daß 
.^letzteres selbstredend ist. Daß je etwas andeie^ erwartet wind oder 
y wenigstens Mber erwartet wnrde, ist die Folge davon, daß man sieb 
während lan«j^er Zeit aUgen^oin vorgestellt hat, daß wenigstens bei 
^elektrischen und optischen Krsclieinungen ein „Lichtäther" mitwirke. 
^Dieser Lichtäther aber könnte in zwei Laboratorien, von denen das 
eine eine Translation relativ zum anderen hat, relativ zu diesen Labora- 
^torien eine verschiedene Bewegung haben, nnd dieser Umstand könnte 
^ vielleiebt einen ITnterscbied im Yerlauf der Erscheinungen in diesoi 
Laboratorien bewirken. 

Bas Einsteineehe HelatiTitatsprinzip hangt also eng zusammen 
mit dar Rolle, die wir dem Lichtäther zuschreiben. Erimiem wir uns 
kurz an die alten Vorstellungen betre£fs dieses Mediums. 

Huygens^) stellte sich den Lichtäther nicht so gar verschieden 
von der Materie vor. i^resnel, Cauchy ebenso. Nach ihnen besteht 
auch der Atlier aus kleinsten Teilchen, Atomen. Ahnliche Vorstellun- 
gen findet man beiMaxwell') undLord Kelvin*). Lodge*) berechnete 
sogar kürzlich noch die Dichte des Äthers. 

Hinsichtlieh der Fortpflanzung der Lichtechwingungen wird der 
Äther in diesen alten Theorien sJs dn elastisches Medium betraditel^ 
xuoid zwar, da die Lichtschwingnngen transversal sind, als ein Medium 
mit den Eigenschaften eines f^im Edrpers. Die Uimmelskdrper wurden 
aber bei ihrer Bewegung seitens dieses Mediums gar keinen Wider- 
stand erfahren. Dieses stempelt den Äther schon als etwas sehr Be- 
sonderes. 



. 1) A. Einstein, Zur EtektrodTnamik bewegter Körper. Ana. d. Fhyt. 
(4) 17 (1905), s. m. 

2} Chr. Hnygens, Txaifcö de la lomiöce. Leiden 1690, Ostwalds £lae> 
•iker Nr. 80. 

5) J. C. Maxwell, On aetiim at a diitanee. Natoxe 7 (1878), S. 883, 841. 
4) Lord Eelvi n, Baltimore Leeturea on mdeenltt dynanics and fhe wave 

fhewy of h'gbt. London 1904. 

6) 0. Lodge, The density of the aether. Fhii. Mag. ^.6; 13 U^o?;, Ö. 488. 
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Fresnel*) maßte iu seiner Aberrationstheorie den Äther als 
btülfitelieiid auuekmen. Die Körper, sogar die ^anze Erde, e>eieii für < 
den ÄXher ganz &ei dnrebdringbar und lasaen ihn bei ihrer Bewegung l 
YoUkommen in Buhe. Dieses ist die Theorie des ruhenden Jjffters. | 

Wir denken nuB, daß man in einem Laboratorium damit beBchaftigt 
ist, irgendeine Erscheinung zu studieren, und daß das Laboratorium 
sich mit einer konstanten Translationsgesehwindigkeit durch den Äther 
hindurch bewegt. Man kann dieses auch so ansdrilcken, daß der Äther . 
eine konstante Translationsgeschwindigkeit rehitiv zum [ nborMtorium ' 
hat. Durch das ganze Zinnnor und durch alle in demselben aufge- | 
stellten Apparate hindurch wehi mit überall gleicher Geschwindigkeit 
ein Älherwind. Infolge der Bew^ung der Erde um die Sonne wird 
dieses in unseren Laboratorien immer der Fall sein. Wttrde nnn dieser 
Ätherwind bei optischen und elektromagnetischen Versuchen gar keinen j 
Einfluß haben V ■ 

An der Beantwortung dieser Frage ist lange gearbeitet worden. j 

Da die Geschwindigkeit der Erde in ihrer Bewegung um die 
Sonne nur etwa Vioooo Fortpflanzungstr^^ehwindigkeit des Lichtes 
beträgt, so kann man erwarten, daß die Ettekte bei Versuchen, bei 
denen die Fortpflanzung des Lichtes studiert wird, klein sein werden. 
Man kann erwarten, daß einige, im \'ergleich mit der Haupterschei- I 

nung, derselben Größenordnung sein werden wie ^ ( (; ^ Translations- I 

gesch windigkeit der Frde oder allgemeiner des Systems, c = Fort- 
pÜauzungsgeschwiüdigkeit des Lichtes), während andere Effekte der 

zweiten Ordnung von Kleinheit im Vergleich mit ~ sind, usw. 

Wir wollen gleich voranstellen^ daß kein«* dieser Effekte eines 

Atherwindes auf die Erscheinungen jemals wahrgenommen worden ist. j 

Es gelang ziemlich leicht, eine Theorie aufzustellen, die Uechen- 
schaft davon gibt, daß Effekt« der ersten Größenordnung nicht auf- 
treteu. 

Man könnte sich nun vorstellen, daß die Effekte der zweiten 
GrSßenordnung zu klein seien^ um beobachtet werden zu können. Das 
ist aber keineswegs der Fall bei dem ber&hmten Versuch, den Michel* j 

8on*), durch eine Bemerkung Max well s angeregt, gemacht hat. I 
P, Q und R stellen iu Figur 1 fest mit der Erde verbundene 1 
Punkte vor. FQ hat die Richtung der Translation der Erde in ihrer 
jährlichen Bewegung um die Sonne. FR ist senkrecht darauf. 
«= FE = 1. Von P aus piianzt sich ein Liditstrahl mit der Ge- 

1) Letlre de Firetnel ft. Aiago, Sur rinflnenee da nurarmieiit tttxertce I 
dana qaelqii«t ph4ioimto«B d'optiqae. Ann. de ohiin. et de phy». 9 (1818), j 
8. 57, Oeuvres complfetea de Fresnel, t, 2, R. «27. ' 

2) A. A. Michelson, The relative motion of the earth and the larniui- 
ÜNTOOB ethtr. Amer. Joum. of Science (8) 82 (1881), 8. 90. A. A. Ifiehelcon 
waA B. W. Morley« Aner. Jonin. of Sdence (3) M (1887), 8. 388. 
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seh windigkeit c fort in der Richtung V Q\ gleichfalls geht ein Licht- 
sirahl mit derselben Geschwindigkeit von P aus nach B, (diese Bündel 
werden erhalten aas einem einzigen Bündel, das in P, in der Bich* 
tnng P Q ankommend^ unter einem Winkel ron 45* eine dnrdiflichtige 
Glasplatte Q trifft). In ^ und 12 sind Spiegel 
senkrecht zu PQ bzw. Pi2 aufgestellt. Das 
Ganze hat die Translationsgeschwiodigkeit 
der Erde v. Wie steht es nun mit den 
Zeiten des Hin- und Herganges längs FQ 
und PP? 




Für die Zeit, die daB Ijiclif braucht 
für den Hin- und Hergang zwischen P 
und Q, findet isim. kidit (man erinnere 
sich ähnlicher F^hleme aue der Arith- — 
metik: awei Fuß^ioger zn gleicher Zeit 
Ton P und yon Q nadi rechts gehend, und 
ein Eilbote, zu derselben Zeit von P ab- 
reisend, Q überholend - dieser befindet sich dann in — dann 
zurückkehrend und P in Pj| begegnend): 

(Vi ^ 4- - i ^ -^^ —"^^ , L 



F J' — 



Fi«. 1. 



H 



c 4" f 



1-? 



Für die Berechnung der Zeit, die das Licht tur den Hin- und 
Hergang zwischen P und P braucht, bedenke man, daß der Lichtstrahl R 
treffen wird, wenn dieser Punkt sich z. B. in P, befindet (wenn man 
die HuygensBche Konstruktion anwendet für die Beflezion an dem 
in P unter einem Winkel von 45^ gestellten Spiegel, dabei beachtend, 
daß dieser sich mit t iner Geschwindigkeit v fortbewegt, so ergibt sich 
daß der reflektierte Htrahl sich tatsächlich in der Richiunor iVij fort- 
pflanzt). Nachdem er in P3 reflektiert ist, wird der Lichtstrahl P 
treffen, wenn dieser Punkt sich in befindet. PP3 P, ist ein gleich- 
scheiikliues Dreieck, die Geschwindigkeit des Lichtes liüigs i'ii'.j und 
JBjP^ iat gleich t. Aus der Pruportionalität FA : PPj — v:c und 
mit A^^l findet man 

für die gesuchte Zeit des Hin- und Herganges findet man dann leicht 

21 2Z 1 



Der Unterschied zwischen den durch (1) und (2) vorgestellten 
Zeiten ist annähernd 

(3) 



e c 



a } 
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für den Untenehied der duiehlsnfeneu Wege ergibt sich hieraus 



Wenn dieser Uiitere»i;hied tatsächlich existierte, so würde er mit 
Hilfe einer empfindlichen Interfereuzmethode beobachtet werden können. 
Mieheleon betrachtete die Luterferen^gur, welche der von der Glas- 
platte Q reflektierte Teil des Bfindels Q^P^ und der yon jener Platte 
dorcbgelassene Teil des Bündels jß^P^ miteinander bilden, und zwar 
achtete er speziell darauf, ob diese Interferenzfigur in dem Fonirohri 
in dem sie beobachtet wurde, an eine andere Stelle rückte, wenn der 
ganze Apparat mit Inbes^riff der Lichtquelle und des Fernrohres ge- 
dreht wurde. Man kann sich vorstellen, daß beim Drehen das eine Mal 
der Arm PQ, das ainlere Mal der Arm PB in die Richtunu; il^r Erd- 
bewegung gebracht wird^ und, laliä nun das oben erhaltene Ergebnis 
mit der Wiridiobkttt ttheroinsÜmmte, so lAtte Michels on — die Ton 
den beiden interferierenden Bfindebi zwischen P nnd Q bzw. E dorch- 
lanifon«! Wege betrogen w^en wiederholter Reflexion reichlich 20 m 
' — eine Yenehiebung der Interferenzstreifen beobachten mUssen. Diss 
war aber nicht der Fall, was bei Wiederholung des Yersnehes Ton 
andcrpn bestätigt wurde.*) 

Es schein* nbn, daß der Athervrind, von dem oben die Kede war, 
nicht existiert. Wie int nun dieses Erjrebnis zu erklären? 

Wird vielleicht der Äther von einem bewegten Körper mitgeführt? 
Diese Theorie stößt auf, man kann wohl sagen, unüberwindliche 
Schwierigkeiten. 

In der Newtonschen Emissionstheorie würde die Schwierigkeit 
gar nicht bestehen. Falls das Licht wie materielle Teilchen Ton der 

Lichtquelle auBgesaadt würde in ähnlicher Weise, wie z. B. eine Kugel 
ans einer Kanone fortgeschleudert wird, so würde^ wie man leicht 
einsieht, in den Zeiten des Hin- und Hergangs zwischen P nnd Q 
l)zw. /? keine Differenz bestehen. Die Ursache davon ist, daß die emit- 
tierten Lichtteilelien außer ihrer gewohnten Geschwindigkeit c auch 
noch die Geschwindigkeit v der Lichtquelle haben würden. Wenn 
man nun, wie es Bitz^) gemacht hat, diese Voraussetzung auf die 
Lidhtwellen überträgt, so ist gleichfalls das negative Ergebnis des 
Miehelson schein Vemuches erklart. 

Das Bits sehe Postdiat kann aber, wie de Sitter*) bemerkt hat^ 

1) E. W. Morley and D. C. Miller, Report of an experiment to detect 
the Fitz Gerald-Lorentz effect. PhiL Mag. (6) 9 (1905), p. 680. 

2) W. Bits« fiedMcehes critiqnet rar räeefacodyiuuniqQe gtfndrale. Ann, 
de chim. et de phys, f«) 13 (1908), S. 145. 

3> W. d*»H{tter, A proof of tho coir-stanry of the velority of light. Pro- 
ceediuga Akad. Amsterdam 15 \,1U13;, S. läUi; Physik. Zö. 14 (1913), S. 429. 
Tgl. weitei-F. Oathnick, Aitnmomiioh« Ejatwien l&i die Unabhängigkeit der 
Fortpflanznngigeechwindigkeit dei Limites Ton der Bewegung der Liehtqaelle^ 
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nicht angenommen werden. A nnd B (Fig. 2) mögen die zwei Kom- 
ponenten eines (epektroskopiseben) Doppelatemes Torttellen. Wir 
stallen uns einfachheitahalber ror, daß diese Kompcmenten aieh nm 

ihren gemeinschaftlichen Schwerpunkt Jf bewegen in einer Ebene^ 
die auch durch den in der Richtung nach P in sehr 
großem Abstand sich befindenden Beobachter hindurch- 
creht. Es ist khir, daß nach der Kitzschon Voraus- 
setzung ein Tou A ausgesandtes Lichtsignal den Be- ^ 
obachLer später treli'en wird als em zu gleicher Zeit von 
jß ausgeschicktes Lichtsignal, fidls die Ghscb windigkeiten 
der beiden Edrper in dem Moment der Emission der 
Signale Ton den Pfeilen angewiesen werden. Nach den J 
Berechnungen de Sitters würde dieser Unterschied in • 
der Ankunfb der zwei Lichtaignale^) bemerkbar sein ^ 
mttssen. _ ^ 

Die Folgen, welche dieses auf die relative Bewegung 
der Doppellinien im Spektrum der Doppelsterue haben würde, stehen 
im Widerspruch mit der Wirklichkeit. 

Wir müssen wohl annehmen, daß das Licht sich im Äther stets 
mit der Oesdiwindigkeit e fortpflanzt Dann bldbt die Sohwierigkeit 
betreffs der Erkl&rang des negativen Ergebnisses des Mi cbelson sehen 
Yersaches b^tehen. 

Diese Schwierigkeit ist nun gelöst mittels der K<mibrü3sHonshyp(h 
these^) Nach dieser werden alle Dimensionen des Apparates^ die die 
Richtu7ig: der Translationsbewegung haben, yerkürzi^ und zwar im Ver- 
hältnis von 1 zu 



(6) yi^n- 



Dieses Verhältnis ist so gewählt, daß dadurch gerade die Schwierig- 
keit gehoben wird. Daß dies wirklich der Fall ist, sieht man leicht 
ein, wenn man auf die Änderung achtet, die die Zeit des Uin- und 
Herganges zwischen P und Q dadurch erfahrt, man sehe Formel (1). 

Aof den ersten Blick mag diese Hypothese befremden. Tatsäch« 
lieh ist es damit nieht so sehlimm. Die molekularen Kräfte kSnnen 

Aatr. Xachr. 195 (101 S), Nr. 4670, R. Freundlich, Zur Frage der Konstant 
der Lichtgeschwindigkeit, Physik. ZS. 14 (1913), S. 836 und W. de Sitter, 
On the ooBBtanoy fbe feloeity Ugrht, Ptoeeedinga Akad. Amstardam 16 

(191.'^l, S. 395, ülier dio Gcuauigkeit, inuerhall) welcher die TTiialdiärigigkeit 
der Lichtgeschwindigkeit von der Bewegung der Quelle behauptet werden kann, 
Physik. ZS. 14 (1913), S. 1267. 

1) Für einen beetimmte^n Fall bereehnet de Siiter dafilr 4 Tage. 

T IT. A. Lorcntz, Zittinpsversl. .Mrad. Amsterdam 1 (1892), S. 74; Ver- 
such einer Theorie der elektrischen und optischen Erscheinungen in bewegten 
Körpern, Leiden 1895, S. 120. Fitz Gerald war auf dieeelbe Hypothese ge- 
kommen und hatte dirse in soiucD Vorlesungen behandelt, Tgl. 0. IiOdge, 
Aberxfttion problema, London Phil. Trana. A 184 (1893)« S. 7S7. 
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gar woU bei der Bewegung eines Körpers Axaeek den Äther hindurch 
geändert werden. Es ist dieses eine Yorstellung, die auf der Hand 
liegt wenn man annimmt, dafi auch dieee Kräfte durch VenoitÜui^ 

des Äthers ausgeübt werden. 

InzTvischen konnte man bei der Erklamng des negatiTen Ergeb- 
nisses des M ichelsonschen Versuchs aus Her KoTitraktionBhypothese 
nicht stehen bleiben. Verschiedene Versnche siiid augehtelit worden, 
die bezweckten, noch andere EÜekte der zweiten Größenordnung im 

Vergleich mit y aufzufinden. Auch von den dabei erhaltenen i^ga- 

tiven Ergebnissen mußte Rechenschaft gegeben werden. 

So wird man auf die Frage geführt, ob es nicht möglich sei, eine 
allgemeine Theorie der elektromagnetischen Erscheinungen zu ent- 
wickeln für Bjüß möglichen Werte Ton ^, wobei wir aber stets v<d 

▼oraussetsen werden. Werte von die größer als die Li<di^;eBehwin' 
digkeit e iraren, werden wir außer Betradit lassen. 

Beim Suchen nach einer solchen Theorie hat ee sich als erwflnscht 

ergeben, für jedes einzelne Elektron eine Kontraktion, wie sie Ton 
der Formel (Ö) angegeben wird, anzunehmen. 

Wenn man in dieser Weise fortfahrt, so bleibt aber in der Theo 

rie etwas Tastendes, etwas Unbefriedij^endes. Mehr prinzipiell trat 
Einstein an die Frage heran, indem er als Prinzip in den Vorder- 
grund btelltp, flnB iinm^'r und unier allen Umständen die Erscheinun- 
gen in einem öv stein unabbäiigig von der Translationsgeschwindig- 
keit sind, die es als Ganzes hat. 

Es ist dies eine physikahsche H;^othese, über welche schließlich 
die Beobachtung £u entscheiden hat. übrigens empfiehlt sie sich schon 
gldch wegen ihrer Kfthnheii 

Wir steUeu uns zwei Beobachter Ä und B vor. B hat eine Trans- 
lationsgeschwindigkeit relativ zu A. Beide Beobachter machen Ex- 
perimente über allerhand Erscheinimgen. Sie haben Meßapparate, Maß- 
stäbe, Uhren, (ialvanonieter usw. Wir nehmen au, daß diese Meß- 
apparate relativ zu den bezüglichen Beobachtern rulien. Die Meßapparate 
der beiden Beobachter werden voilkommen identisch vorausgesetzt. 
Das heißt) wir stellen uns z. B. Tor, daß dnmal die Gelegenheit da war, 
jene Apparate, iriQxrwd sie relatiy zueinander ruhten, miteimuider zu 
yergleiehen, und daß damals festgestellt wurd^ daß sie yoUkommen 
tdentisdi waren. 

Die beiden Beohadbter werden Gleichungen aufstellen, mit denen 
sie die Erscheinungen beschreiben. Sie werden dabei Koordinaten^ 

syateme verwenden; es mögen das rechtwinklige Carte^?isc'he Koor- 
dinatensysteme sein, die gleichwie die Uhren relativ zu dem bezüg- 
lichen Beobachter ruhen. 
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Ä nennt die Koordinaten in seinem System y, 0, Seine Uhren 
geben die Zeit t. B nennt die Koordinaten in seinem System sf^ /. 

Seine Uhren gebeu ihm die Zeit t. 

Es kann eiu Unterschied zwisdion den von A und den von J9 
verwendeten Koordinaten bestehen, man denke an die Kontraktions- 
hypothese. Auch der Gang der Uhren kann verschieden sein. 

Es mögen nun A und 7? dieselbe Erscheinung betrachten. Die 
Werte, welche 7? den dabei auftretenden Koordinnten und Zeiten zu- 
schreibt, hängen mit den Koordinaten und den Zeiten, mit denen A 
die Erscheinung beschreibt, Eusammen, und swar auf eine Weise, die 
bis zu einem gewesen Orade bestimmt ist, falLs das BeJaiiyit&tsprinzip, 
in der Form, die vir sogleioh demseLben geben werden, gelten solL 
Die Form der Transform ationsformeln hängt von der Richtung ab, 
welche die gegenseitige Translation der Beobachter relativ zu den Ko- 
ordinatenachsen hat. Die Koürdinatenaclisen der beiden Systeme werden 
fortwährend einander parallel gedacht. Lassen wir dio --Achse mit 
der Kichtung der Translation zusammenfallen, so können wir die For- 
meln in folgende Gestalt bringen: 

(6) a?, y' — s'=az — hctf t'^^at — ^g. 

Hierin smd a nnd h zwei Konstanten, die durch die Beziehung 

(7) a«_B»=l 

miteinander verbunden sind; wir können weiter 

a>0 

▼oraussetzen. r ist wie immer die Lichtgeschwindigkeit. 

Drückt man x, y, i in die mit Strichen versehenen Größen aus, 
so findet man aas (6) mit Verwendung von (7) 

(8) fl? — y-y^, B^ae' -\-hct\ t^a^-^-^ß*. 

Diese Gleichungen können ans (6) dadurch erhalten werden, daß man 
die mit einem Strich Tcarsehenen QrSfien mit den Größen ohne Strich 
Tertauscht und zugleich das Vorzeichen von h umkehrt. 

Richtet man seine Aufmerksamkeit auf den Ursprung des Ko- 
ordinatensystems von B{pc' -= t/ = / = 0), so ergibt sich aus den ersten 
drei Gleichungen von (6), daß dieser sich mit einer Geschwindigkeit 

(9) «--»-<, 

in der Richtung der ^-Achse relativ zu dem Koordinatensystem von 
A bewegt. 

Aus (7) und (9) folgt jetzt leicht 

V 

(10) 0= * ' * 
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Wir würden jetzt für allerhand andote Grüßen die Tranaforma- 

tionsfüriiielii hinsehreiben können, mit ililfe deren mnn von einer 
Beschieibnng jener (^rößen im System x, y, z, f von A zu der Be- 
schreibung im System x, y, z', t' von B kommen kann. Wir werden 
uns aber zunächst auf einen einfachen Fall beschränken, und zwar auf 
den Fall eines einzelnen Punktes, der sich in beliebiger Weise bewegt. 
Aus (6) leitet man ab, daß zwisdien den gleichzeitigen Änderangen 
der acht GrOfien die folgenden Beziehungen bestehe: 

(11) dx'=dx, dy''>=dy, dz = ade — hcdtf dt' = adt — ^ dz. 
Hieraus findet man leicht die .Transformationaformeln für die Ge- 

w' _ _ _ _ 

«--V. 



(12) 



und in gleicher Weise 
i/ — v' _ <*^, — ^<i 

wenn 

fi) — a 



iaty und V^, v^, die Gesehwindq^keitBkomponenten des Punktes in 
dem System von v^, Vy, v,' jene in dem System ton S TOtsteUen. 

Hierbei kann wieder bemerkt werden, mid ähnliches gilt fllr alle 
später vorkommenden Transformationsformeln, daß man die inversen 
Formeln erhält, wenn man die Größen mit und die entsprechenden 
Größon ohne Strich miteinander vertauscht und zugleich das Vorzeichen 

von 6 umkehrt. 

Das Relativitiitspriuzip kann jetzt so ansg-edriickt werden: wenn 
A die Erscheinungen beschreibt mit iiiite von Gleichungen, in denen 
die Koordinaten x, y, e, die Zeit t, die Geschwindigkeiten v^, v^, 
und weitere Größen wie Beschleunigungen, ErSfte usw. Torkommen, 
und wenn B dasselbe macht mit Gleichungen, welche die entspredien- 
den von ihm einzuführenden Größen enthalten, welche 6r">ßeu immer 
durch Striche von denen von A unterschieden werden, und mit diesen 
durch Trnnsformationsformeln einer bestimmten Form verbunden sind, 
so werden die Grleichnngen von 7? die nämliche Gestalt hnlu-n wie 
jene von A, in der '\\'eise, dnß sie aus denselben erhalten werden, wenn 
man die Größen ohne Öti-ich durch Größen mit Sirich vertauscht. 

Aus diesem Postulat leitet man gleicli folgendes ab: gibt es eine . 

1) Wir stellen Vektoren durch fettgedruckte Buchstaben dar, und ihre 

KomponeuteT'. !;;rch fllesi-lbeii RiK^listaLen niit geeigneten Indizes. Für die 
Größe von Vektoren verwenden wir auch die entsprechenden kursiven Buch- 
ifeabon. 
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Erscheintiiigy bei der die Oröfien oline Sirioh in einer bestimmten 
Weise Toneinander abhängen, so ist ancb möglieh eine Erscheinnngy 
bei der die GkoiSen mit Strich in derselben Weise voneinander ab- 
hängen. Ist also für A eine gewisse Erscbeinong möglich, so ist auch 
eine Erscheinung möglich, die sieb an B in gleicher Weise zeigt. Diese 
Erscheinung; stellt dann in Wirklichkeit einen anderen Fall dar als 
die erste, und mau kann sich fragen, wie dieser Fall sich dem Beob- 
achter Ä zeigt. Das Kelativitätsprinzip gibt so die Möglichkeit, aus 
der Existenz einer Erscheinung die Möglichkeit einer anderen Er- 
scheinung abzuleiten. Es lehrt aus Erscheinungen in einem System von 
£örpern, das rdatiy zu Ä ruht, Erscheinungen in einem System, das 
für A in Bewegung is^ yorberzusagen. 

Ans (6) folgt gleich 
. (13) ✓+ + M*-ef^(a-hh)(0-ä}. 

Multipliziert man. beide Gleichungen miteinaudor, beachtet mau 
(7) und addiert man zn beiden Seiten der erhaltenen Gleichnng 
^''+ y^* bzw. x*-\- ff*, so bekommt man die wichtigste Beziehung der 
BelatiTitatstheorie: 

I (14) /« + y'i + «'»-c»f»«aJ-l-y8 + Ä«-c»<». 

Es möge nun zur Zeit t 0 vom Ursprung des Koordinatensystems 
von Ä (in diesem Augenblick zugleich der Ursprung des Koordinaten- 
systems von B) ein Lichtsignal ausgehen. Dieses Lichtsigual pflanzt 
sieb im Koordinatensystem Yon A nach allen Richtungen mit der 
gleichen Geschwindigkeit c fort. Die Flfiche, wo das Signal zur Zeit t 
angekommen ist, wird bestimmt durch die Gleichung 

aj* + + 0. 

1 

Wir deiikeu uns, daß B die Fortpflanzung des nämlichen Licht- 
signals» studiert. Aus (14) folgt, daß für die Punkte, in denen es 
nach einer gewissen Zeit t* angekommen ist, auch gilt 

I» m. a. W. daß diese Punkte für B auf einer Kuc?el mit dorn Hnlbmesser 

I et' liegen. Beide Beobachter werden also dem Licht dieselbe Ge- 

schwindigkeit e zusehreiben. Hierin ist, wie man leicht einsieht, das 
negative Ergebnis des Micheison scheu Versuchs enthalten. 

Die Transformatioosformeln (6) und (7) sind gerade darauf an- 

' gelegt worden, um die Beziehung (14) zu erhalten. 

I 

Bas Belatint&tsprinzip ist eine physikalische Hypothese, die in 
sich schliefit, daß alle Kräfte sich mit der Geschwindigkeit c fort- 
pflanzen. So auch die Gravitation. Wenn diese sich mit einer andern 
Geschwindigkeit c' fortpflanzen sollte, so würde fttr die £r8cheinungen. 
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b«i denen sie mitspielt, nodi wohl ein „ReUÜTitätRprinzip" gelten 
können, aber nicht daejenige^ von dem jetzt die Bede ist Man würde näm- 
lich in den Transformationsformeln c' an die SteUe Ton e setzen müssen. 
Dturoh Einaetsen von (10) in (6) bekommt man 

(15) V ^r*--* 

Betrachten wir im Anschluß an die soeben gemachte Bemerkung 
die Geschwindigkeit c als veränderlich, imd lasson wir ihren Wert un- 
begrenzt zunehmen, so folgt aas (15) für c =• oo: 

(16) f'^U 

Dies sind die altbekannten Transformationsformeln für den Über- 
gang von einem Koordinatensystem auf ein anderes, das sich relativ 
snm ersten mit einer Geschwindigkeit ?; in der Ili<ditung der Achse 

hewfgt. Es erccibt sich also nun, daß diesf Transformatioiisformeln das 
Rflativitätspriiizip repriiseutiorcn für \\'irkuii<2;en , die sich momentan 
(mit unendlich großer Geschwindigkeit) fortpüauzen. 

Um uns un das bis jetzt Gesagte einigermaßen zu gewöhnen, wollen 
wir als Bechenbeispiele einige Plrobleme behandeln. 

Das erste Problem ist folgendes: Wir denken, daß A einen Stab 
hat;. dieser ruht für ihn nnd liegt anf der f-Achsey mit den End- 
punkte in 

(17) ir,-0, t^^X. 

Bas BelatiTitätsprinzip sagt: der Fall ist möglieh, daß B dasselbe 
sieht wie soeben A, d. h. daß für denselben Stab, je^ ruhend für B 
und au£ der i'- Achse liegend, die Endpunkte sind 

(18) *;-o, 

Was sagt domi A von dem Slab? 
Aus (18) folgt mit (6): 

(19) i^x'-^ct, if,-^-h^c«. 

Der Stab hat also f üi- A die Geschwindigkeit ^' c = V, und die 
Lünge * 

(20) l-jj/iTJ. 

Ä wird also feststellen, daß der Stab bei dessen Bewegung eine 

Kontraktion in der Bewegungsrichtung im Verhältnis von 1 zu y i — 

erlitten hat. Man vfro^lpiche hiermit, was vorher bei der Besprechung 
der Koniraktionshypothese gesagt worden ist. 
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Zweiter WbXL: Der Zeiger einer Uhr, die relaidT zu Ä keine Trans* 
lationsbewegung hat, läuft in einem Zeitiutervall T Kerum (der Zeiger 
wird so klein gedacht, daß wir für all seine Punkte x, y und z ^ 0 
setzen können). An derselben Ulir kann nun JB beobachten, daß, 
während sie in dem Ursprung seines Koordinatensystems steht, der 
Zeiger eine bestimmte Lage in den Momenten 

(21) <;-o, 

erreicht. 

' Was wird ^4 dazu sagen V Die Uhr hat für ihn die Translationa- 

bewegung (9), und für ihn erreicht der Zeiger nach (8) die genannte 
Lage in den Momenten 

(22) <i«0, t^^aT. 

Er schreibt also der sich relativ zu ihm bewegenden Uhr die Um- 
^ laufszeit aT zu, d. h. die Uhr läuft für lini laugsamer im Verhältnis 

Ton 1 zu ^ ' 

Dritter Fall: Wir entlehnen diesen der Optik. A beschreibt eine 
j bestimmte Erscheinung wie folgt: Eine Lichtquelle steht für ihn stiU 

im Koordinatenurfpruni? und .sendet längs der ^r- Achse ein Liehtbündel 
^ aus, in dem die Gleichgewichtsstörung bestimmt wird durch 

f»coe{«(<- ^) 

dem Relatiyitätsprinzip kann B dann mit der^i lhp'i Licht- 
quelle eihnltcu, floß sie, für ihn ruhend im Ursprung seines Koordi- 
^ natensysteiiiSj längs der £r'- Achse ein Liehtbündel aussendet, in dem 

die Gleichgewichtsstörung be^itimmt wird durch 

\ (28) Deo.(«(«'-^)+s)- 

Wie beschreibt nun ^4 diese letztere Erscheinung? Für ihn be- 
wegt sich die Lichtquelle mit der Geschwmdigkeit (^9), und ist die 
Gleichgewichtsstörung, wie aus (13) leidit folgt, proportional 

» (24) cos {(a + -^)+ ff}- 

* Für ihn ist albo jetzt, da die Lichtquelle sich relativ zu ihm be- 
wegt, die Frequenz geworden 

* Das Relativitätsprinzip führt so auf das Dopplersche Prinzip. 

* Wir können diese Betrachtung wiederholen für den Fall, daß das 
Licht sich auf einem Teil seines Weges in einer durchsichtigen Sub- 
stanz, z. B. Wasser, fortpflanzt. Wir nehmen au, dafi dieie Substanz 
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i&r den Beobachter JB ruht, und daß dieser derselben, für Licht der 
fVeqiidns den Brechungsindex ft, and also die Lichtgeediwindig* 

keit ^ zuschreibt. An die Stelle von (25) kommt dami 

(25) pcoB[n[f-^)-\-q] 
und SD die Stelle Ton (24) 

(26) cos [»[(a + nb)t -^^stlgj + 3}. 

Diese Formel beschreibt die Fortpflanzung des Lichtes in einem 

Medium, das sich mit der Geschwindigkeit v^—e bewegt Sie gibt 

et 

für die Fortpüanzimgsgeschwiudigkeit (Yerbältuis der Koefüzieuteu 
Ton t und «) 

±±I^c^— c 

oder angenähert 

(27) | + 

Die Fortpflanzungsgescliwiiidigkeit wird also durch die Bewegung 
des Mediums nicht um die volle Geschwindigkeit v desselben, sondern 

nur um ^1 — v vergrößert. ' 

Der Faktor 1 — ist der Fresnelsehe MmammffOBoeffigimi. 
Er ergibt sich hier also als Folge des BdatiTitStsprin/ips. 



II 

Das Relativitätsprinzip hat sdi n pine reiche Literatur veranlaßt. 
Wir werden uns also beschräuken müssen. So werden wir nicht aus- 
führlich sprechen über die mathematische Beliandlong, und z. B. die 
Eleganz der Transformationsformeln, wie diese in den Arbeiten Min- 
kowskis^) in den Vordergrund jtaniÄ, und die sehr bonerkenswert ist, 
nieht naher dartun. Die Transformationsfonneln, die wir hier noch 
einmal wiederholen wollen: 

(6) x'^x, y'-^y, 0' — ae — het, — 

(7) a*-&2-l, 

l^pen es nahe, die Zeit als eine vierte Koordinate aufzufassen, womit 
man zu den Methoden der Tierdimensioualen Geometrie gelangt « 

1) U. Minkowski, Dia Grundgleichungea iur die elektromagaeÜBciieu 
VoTglage in bewegten KSrpmL Kadir. d. Ges. d. Wiss. ra GOttingen. Ifavth. 

phyg. Kl. lOOS, R. 54. Ranm und Zeit, Phjs. Zeitscbr. 10 '1909). S. 104, auch 
autgetioiumen in H. Ä. Lorentz, A. Einstein, H. Minkowski, Das Rela- 
tivitätsprinzip, eine Sammlung von Abhandlungen, Leipzig und Bexlin 191ft. 
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Na«h dem Relativitätsprinzip, wie diesem oben formuliert wurde, 
werden zwei Beobacliter A und i>, von denen U eine gleiclimäßige 
l^andatioiisbewegung relntiT su Ä hat, die Encheumi^en, welche sie 
beobachten, mit Hilfe der toxi jedem tob ihnen gewählten geeigneten 
Eoordinaten-Zeit-Systeme mittele derselben QIeiehm^;«tt iMiwhreibeii. 
Dies ist; wie schon gesagt wtod^ eine physikalische ifiypothesw, Aber 
die am Ende die Beobachtungen entscheiden sollen. 

Ffir elektrieche, magnetische und optische Erscheinnngen, soweit 
sie im Vfiknum verlaufen, gilt nun das Relativifätsprinzip sicher. Die 
Maxwellschen Gleichungen, dun-h d'V jene Erscli Tin nq:pn hestinimt 
werden, sind immlich, wie sich sogieicii noch näher ergeben wird, in- 
variant für die in (G) und (7) angegebene Transformation. 

Das elektromagnetische Feld wird charakterisiert durch zwei 
Großen, durch die elektrische und die magnetische Kraft. Es sind das 
geriditete Größen, Vektoren, Ton denen wir den ersten doieh d nnd 
den letEteren dureb b vorsteUen werden. 

Der Beobadier Ä bedient sieh nnn bei seiner Besobxeibnng der 
fllektromagnetisehen Erscheinungen der Größen d und h, ^ bei der 
seinicron (relativ sn seinem eigenen jKoordinaten-Zeit-System) von 
d' und h'. Wenn sie dieselbe Erscheinung studieren, so werden tf und 
d' nicht einander gleich sein, und e!>ensowemg h und h', und zwar 
hängen diese Größen nach den folgenden Transformationsformelu mit- 
einander zusammen^): 

(28) d;-ad.-6b„ d;-ad, + 6l|», d; d., 

(29) ' ^ ab» + (d^, hy aby — 5d«, hj = b«. 

Aus der eleiktiisdien und der mi4pieti8chen Kraft können nun 
weiter sowohl A wie 3 andere Größen ableiten, an die wir mit einigen 
Worten »innem wollen. Erstens entibSlt das elektromagnetuche Feld 
eine gewisse Energie, und zwar pro Yolumeinheit, für A 

(30) i(d* + h»), 

nnd fta B , • 

Die beiden Beobachter finden für denselben Zustand nicht dieselbe 
Energiemenge. Wir brauchen durin keine Schwierigkeit zu sehen; für 
jeden Beobachter fOr sich gilt das Eneigiegesetz. 

Zweitens werden sowohl A wie B yon dem Poynting sehen 
Enei^estrom reden. Wenn glrichzeitig in demselben Punkt eine elek- 



1) Man vorifii'.iert Ittioht mit Hilfe der Transformatioiuiformela (0) and (7), 
daß für die Größen d' nnd h' im Koordinaten Zeit-System von J5 die Max- 
wellschen Gleichungen gelten, falls dieses fiix d und b im System von A der 
Fall ist. Daß 4* und h' im STstem Toa B die eLektrische btw. die mägne* 
tiftche Kraft TOriteUen, ergibt ndL ans Foßnote 8, B. 18. 
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trisdie und eine magnetiaehe Erafl existioren, so gibt es in diesem 
Punkt einen Enexgie&txom Ton der €hrö£e 

(81) 8-<$[d.b]. 

In dieser Formel stellt [d • hj das Vektorprodukt voü d und h 
Tor, d. \l einen Vektor, der senkreclit zu der durch d und h gelegten 
Ebene steht; nnd dessen Gr9fie gegeben wird durch den Inhalt des 
ParaUelogrammay das auf d und h als Seiten beschrieben wird. Der 
Ene r g i es t rom lauft in der Riclitiing, iu der ein Korkzieher sich ver- 
schieben würde, wenn der Griff über den kleinsten Winkel Ton der 
Bichtung von d in die Riclitiina; von h c^edreht wird. 

Die Komponenten des Energiestroms werden gegeben durchs 

(32) 8. - c(a,h. - d. V, 8, - «(HA - 8. - c(«l.ll, - 

Das schönste Beispiel eines Enevgiestroms hat man in einem 
Lichtbündel, wo die periodisch wechselnde elektrische und magnetisebe 
Kraft senkrecht zueinander sind und zugleich senkrecht zu der Fort- 
pflanz ungsrichtuug stehen. S ist hier senkrecht zu d und h nnd, weil 
d und h zu gleicher Zeit ihr Zeichen umkehren, immer in derselben 
Kicbtung, nämlicli iu der Richtung der Strahlen. 

Man spriclit weiter von einer elektromagnetischen Bewegungs- 
grüße. In der Mechanik hat sich bei dem Studium der Ötoßgesetze 
der Begriff der Bewegungsgrofie als einer Große, die Ton dem emen 
auf den anderen Körper gans oder teilweise tibertragen wird, ent- 
wickelt. Ist m die Masse eines Kdrpers, so wird die Bewegimgsgröfie 
darge.stellt durch mV, eine Größe, welche die Richtung der Geschwin- 
digkeit V hat. Nun übt ein auf einen Körper fallender Lichtstrahl 
darauf einen Druck aus. der, von Maxwell vorhergesagt, auch wirk- 
lich konstatiert und gemessen worden ist. In der Newtons'hen 
Emissionstheorie würde man diesen Druck den Stößen der Lichtteiichen 
gegen den Körper zuschreiben und von der Bewegunffs^röße dieser 
Lichtteilchen sprechen. Diese Theorie kann zwar nickt üiigenommen 
werden, ab«r doeh ist man zum Begriff: elektromagnetiseheBewegungs- 
gröfie gefahrt worden. Der Betrag derselben wird angegeben dureh 

(83) 6-^8- i-[d.hj. 

ÜbersU da, wo ein Energiestrom isi^ muB also nach (33) elektro- 
msgnetisehe BewegimgsgröBe sein. 

Es braucht kaum gesagt zu werden, daß die Formeln (32) und 

(33) , wenn nur alle darin vorkommenden Größen, außer c, mit Stridien 
versehen werden, auch für den Beobachter B gelten. 

1) Bei diesen Formeln ist, wie bei einigen aspäler voikommenden, voraog- 
geBotzt, daft Ewischen einer Translation IBngs der «-Achse und ein&r Drehung 
Ober einen rechten Winkel voi^ der x- nach der y-Achse dieselbe Beziehung 
bedteht wie zwischen der Yerschiebaug und der Drehung eines EorkaieherB. 
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Die Übereinstimmuiig mit dein BeliitiTitätsprmzip ergibt sich 
für die elektromagneti sehen Eredieiiiltlli^ im VakiiQiiL aus den 

OrundgloiL-hunfjen. Für Erschein MnijAn in ponderablen Korpern be- 
steht dfigej^en Übereinstimmung nur dann, wenn man noch einige 
Voraussetzungen einfährt. Man kauu es auch so auffassen, daß diese 
V^)raussetzungen in der einzigen fundamentalen Voraussetzung, daß 
das Uelativitätsprinzip allgemem gültig ist, enthalten sind. 

Eine dieser Hypothesen ist folgende ^) : Ein Elektron wird, wenn 
es Bich relatiT zam Beohaehter A bewegt^ fttr diesen dieselbe Kontrak- 
tion erleiden wie der in der ersten Vorlesung betrachtete bewegte Stab 
[vgl. (20)]. Das Elektron, im ruhenden Zustande als Kugel voraus- 
gesetzt, wird also für Ä bei der "Bewegung in ein ümdrehungsellipsoid 
übergehen, das in der liichtuug der Bewegung verkilrzt ist. Falls die 
Geschwindigkeit des Lichtes errciclit werden sollte ( was aber iu der 
Relativitätstheorie als unmöglich erachtet wird), so würde das Elektron 
sogaa* zu einer platten Scheibe zusammengedrängt sein. Setzt umu 
auch für die Dynamik des Elektrons das B^tivitätaprinzip in den 
Vordergrund, so kann man sagen, daß diese Ergebnisse enthalten 
sind in dem Resultate, das bei der Behandlnug des bewegten Stabes 
erhalten ist. Die Kräfte, welche die Gestalt des Elektrons bestimmen, 
müssen solcher Art sein, daß bei der BewegODg diese Formändemng 
stattfindet. Weil die Natur dieser Kräfte vns unbekannt ist, so Tor- 
bietet nichts, die.«e Annahme zu machen. 

Wie ist nun das elektromagnetische Feld um das bewegte Elek 
tron? Was ist die Bewegungsgröße? Wenn das Elektron im Ruhe- 
zustand eine Kugel ist mit dem Huiumeüser Ii und mit einer gloich- 
mSfiig Uber die Oberflfiohe Tertnlten Ladung e, dann ist die Bewegunga- 
grdfie bei der Geschwindigkeit v ein Vektor, der die Richtung der 
Geschwindigkeit hat, und dessen Gh-oße bestimmt wird durch*) 

(34) 



Dies ist eine sehr widitige Beaiehung. Sie bestimmt die gange 

Be\N-egungsgröße, weil wir allen Grund haben uns rorsustellen, daß 
die Elektronen keine gewöhnliche Materie enthalten. 

Zur Abkürzung ist in (34) die GröBe m eingeführt worden. Die- 
selbe wird gegeben durch 



H. A, Lorrritz, Electromagnctic phenomena in a sr^tcm moving vdth. 
auy velocity smaller tban that of Ught Fxoceedings Akad. Amsterdam 6 (ISOA). 
8. W9. Anoh anljgeiioiiuneii in H. a1 Loreati, A. Eiaatein, H. Hinkowaki, 
Das KelatiTitfttapirinsip, «ine Sammlung toh AbhaBdlangaOt Laipiig und Berlin 
1913, S. 6. 

2) Für die Ableituug sehe man den Kachtrag auter 1. 
h^futMf BdatiTlUUprlnzip S 
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und darf als eine Konstanto betrachtet werden. B ist n&nlich der 
Halbmetser des Elektrons, wenn es rnht^ iviQirend, was € betrifft^ man 
keinen Chrand gefunden hat zu denken, daß die Beobachter A und S 

dem Elektron eine verechiedene Gesamtladung zuerkennen mOßten. 
Führt mau die GröAe M ein, die bestimmt wird durch 

(36) 

so geht (34) aber in 

(37) G - Mv, 

welche Gleichung dieselbe Gestalt hat wie die alte Beziehung aus der 
gewöhnlichen Mechanik. 

Man kann der Größe M eine einfa<^e Bedeutung zuschreiben. 
Stellen wir uns Tor, dafi wir ein Elektron eine beliebige krummlinige 
Bahn mit konstanter Geschwindigkeit beschreiben lassen wollen. Bei 
dieser Bewegung bleibt M konstant. Es ist dann geradeso, als ob 
wir es mit oiiipm materiellen Punkte in der gewöhnlichen Mechanik zu 
tun hätten. Die Kraft, die nötig ist, um das Elektron jene Bahn durch- 
laufen zu lassen, ist denn auch dieselbe wie für einen materiellen Punkt 
mit der Masse 71/. V\ eil also mit dieser Masse M gerechru t werden 
muü bei Krälteu, die senkrecht zu der Geschwindigkeit des Elektrons 
geiiditet sind, so wird Jf wohl die tnuavmale Masse genanni 

Es gibt auch eine longikidHUÜe Masse^ mit der man rechnen muß 
bei Ej&ften in der Richtung deir Geschwindigkeit. Sie ist von der 
triuiSTersalen verschieden. Mit der longitudinalen Masse brauchen wir 
uns aber weiter nicht zu beschäftigen. 

Hier öffnet sich ein Weg, nm das Relativitatsprinzip experimentell 
wenif^stens teihvei'^»' '/u priifHU, Mati luif sich früher Torfi^estellt, daß 
das Elektron sich beim i nn igang von dem Zustand der liuhe in den 
der Bewegung nicht dt'loruuereu würde. Abraham M hat in dieser 
Voraussetzung die transversale Masse berechnet und gefunden 

(38) M-^^[-2ß + (l + ß')U>e\±lj, 
wenn 

(89) ß-t 

ist und m wieder den durch (35) bestimmten Wert vorstellt. 

Experimente, die eine Prüfung von i i)6 i bzw. {ß8) ermöglichen, 
sind nun wirklich angestellt worden. Man muß dabei Fülle wählen, in 
deuen Elektronen mit sehr großen Geschwindigkeiten fortfliegen. Erst 
für solche ergeben (36) und (38) einen merkbaren Unterschied, wie sich 
bei der Entwicklung dieser Formehi in Reihen nach steigenden Poten- 

1) M. Abraham, Theorie der Elektrizität. II. Leipzig 1905, S. 191. Fxu> 
npiea dei Dynamik dea Elektrons. Ann. d. Fhys. (4) 10 (lUOS), S. lOö. 



Digitized by Googl 



KeifttivitätBpriDsip 



17 



zeu von — ergibt. Solche sehi- scliiiell fortiiiegende Eleklroneii hat 

man in den Strahlen, die von radioaktiven Stoffen ausgesandt werden, 
und in den Kutliodeustrahlen. Aus der Bahn dieser Strahlen uuter der 
gleichzeitigen Wirkung eines elektrisclien und eines magnetdechen Feldes 
können Schlüsse bezüglich 21 gezogen werden. Derartige Experimente 
aind angeskdlt worden TOn Kaufmann'), Ton Buoherer*) und von 
Hnpka'). Außerdem ist man an verBchiedenen Siell«n noch wohl mit 
Boich«! Untersuchungen beschäftigt. Eine endgültige Entscheidung 
ist noch nicht erreicht worden^ aber Torlaufig sieht es wohl günstig 
für das BebtiTitötsphnzip aus. 

Wir sind so zu der Mechanik d^ s- Hehitivitätspriuzips gekommen. 
Sie unterscheidet sich in verschicdeueu Hinsicliteii von der gewöhn- 
lichen Mechanik. Man hat es nämlich zweckmäßig gefunden, einige 
Detinitioneu dieser letzteren etwas zu ändern, was keinem Bedenken 
unterliegt, weil an die Definitionen keine andere Foidernng gestellt 
werden kann als die» daß wir mit ihrer Hilfe die Erseheinungeu :^eck- 
mäßig und ein&ch beschreiben können. In der BelatiTitatstheoiie 
Terwendet man auch für einen materiellen Punkt und eventuell für 
einen Körper die Formel (.U). Die Größe m, welche darin vorkommt, 
wird oft die Minkowskischo Masse genannt. Auch können wir (37) 
anwenden mit der Größe M, welche wir dann Masse ^^ohne weiteres) 
nennen. Die Minkowskische Masse ist konstant, die Masse nach 
(ä6) nicht. 

Wir können jetzt die Kraft definieren. Wir tun dies geradeso wie 
in der gewöhnlichen Mechanik nach Newton; wir messen inmlich ^ 
die Kraft durch die Ändemng der Bewegnngsgröße in der Zeiteinheit. ' 
Dieses wird ausgedrückt durch die Gleidiungen 

(40) F - 

oder 

K^^) ■^«'^ dt * ^* dt* ^' dt 

F stellt die Kraft vor, F^^ usw. sind die Kiaftkomponenten. 

1) W. Eaafmanii, Die magnetüche und elektritdia Ablenkbazkeit d«r 

Becquerelstrahlen xuid die sctcinbart» Müsse der Pjloktroiien. Gott. Xachr. 
Math. ph,V8. KI. 1901, S. 143. Über die elektromaguetiBche Masse des Elektrons, 
ibid. 1902, S. 291; 1903, S. 90. Über die Konstitution des Elektrons, Ann. d. 
PhyB. (4) 19 (1906), S. 487. 

2) A. H. Bücherei-, iSfessungeTi an BecqoerR Istrahlen. Die experimen- 
telle Bestätignsg dex Lorentz-Einsteinscben Theorie. Phys. Zeitsclix. 9 (190d), 
8. 766. Terh. d. devtsch. phjsik. Ges. 6 (1908), S. 688. 

3) E. Hupka, Beitrag zur Kenntnis der trägen Maise bavegter Blsk- 
troneii. Aiiii..d. Phys. (4) 81 (1910), S. 169. 

2* 
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Auch für die neaen Größen, die wir jetzt eingeführt haben, können 
Transformationsfonuehi aufgestellt werden. Man findet für die Kratt- 
komponentoi^): 

(42) f;-^, F;-^i, f;_?E'-A(v.f.+ v,f,+ v.fj. 

WO o den in (12) gegebenen Ausdruck vorstellt. 

Wir werden Ton diea«i Formeln eine einfache Anwendni^ machen. 
Ein Elektron ruht für B. Nach. (12) bewegt es sich dann für Ä längs 
der f-Achse mit einer Ckschwindigkeit 



Ffir B möge auf dieses Elektron in der Richtung der a;'- Achse 
die Erafb 

(43) F;«edi 
wirken. 

Wir leiten nun mit Hilfe der 'rniDsformationsformeln (42) ab, 
welche Kräfte nach der Aussnge von A auf dieses Elektron wirken.' 
Man findet aus (12), (42) und (28) 

(44) »-4, F.-«»d;-*.-i^(<id.-tfc,)-*(d.-^ll,). 

und wir sehen also, daß in dem Ausdruck für die Buraft, wenn das 

Elektron sich bewegt, das Glied — e — h vorkommt Dieses ist die 

bekannte Kraft, die ein bewegtes Elektron Tom magnetischen Felde 
erlflidet. Der fUr dieselbe gefundene Ausdruck ist gerade der, welcher 
immer dafür ann^enoramen ist, und von dem sich also jetzt erpbt^ daß er 
aus dem Itehitivitätsprinzip abgeleitet werden kanii*), Welcli -n Wei-t 
müssen wir diesem Ergebnis zuerkennen? Nicht zu viel, denn uiies 
ist darauf angelegt, um dasselbe zu erhalten. Aber doch auch wohl 

V h 

etwas. Das Relativitätsprinzip koppelt die Bestandteile d,. und 

der Kraft, welche auf das Elektron wirkt, aneinander und betrachtet 

dieselben als im Wesen nicht verschieden. Ob nur der erste Teil der 
Kraft im Spiel ist, oder ob daneben auch der zweite wirkt, hängt nur 
davon ab, von welchem System aus man das Elektron betraclitet. In 
dieser Zusammenkoppel una des elektrischen und des magni^tischen 
Feldes, was man übrigens auch schon in den Formeln (28) und \2'J) 
antrifft, liegt gewifi etwas Schönes. 

1) Siehe den Nachtrag unter 2. 

2) Uniijckelirt gilt (43), Tvpnn -wir (ii) als gültig' aTitictmien , ans Avelchcr 
Tatsache, wenn maa auch dasselbe bezüglich und beweist, man schließen 
keim, daß d' im System von B die elekrisehe Kraft TonteUt. Der «ntspieehende 
BoUuft becdglieh h' IftM sieb ebenso leicht exhalteii. (7gl. S. 18, Fofin. 1.) 
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Wir können jetzt zur Frage zurückkeliren, an welclien Kriterien, 
wir erkennen können, ob das ßelativitätsprinzip gilt. Wir stellen uns 
vor, daß ein Physiker oder ein Astronom ein System von Teilchen. 
oder von Köi-pem studiert, und daß er es eo wf^it irebracht luit, daß 
er alle Beweg-nng^^n bestimmten Kräften zuschreiben kann, und daß er 
sagen kann, wie diese Kräfte von der gegenseitigen Lage, von den Ge> 
sdiwindigkeiten, erentiMU Ton den Beschleunigungen usw. der Teil- 
chen relativ znemuider abhängen. Es sei der Beol»ehtea* A, der alles 
dieses gemacht hat. Der Beobachter S betrachtet aof seine Weise die^ 
selben Erscheinungen. Aus (42) können die Kräfte abgeleitet werden, 
die er annehmen muß. Das Kriterium ist nun, daß die Kräfte welche 
B einführt, in seinem Beschreibungssjstem in derselben Weise von 
der gegenseitigen Lage usw, abhängen, als dieses für A der Fall ist. 
Ißt diese Bedingung nicht erfüllt, so sind die Erscheinungen mit dem 
Relativitiitsprinzip nicht in Übereinstimmung. 

Man kann diese Betrachtung auf die allgemeine Anziehungskraft 
oder Gravitation anwenden und z. B. die Frage stellen: unter welchen 
Bedingungen wird das BdatiTitfttsprinzip ftlr die Bewegungen im 
Sonnensystem geltm? 

Erstens bemerhen wir, daß das Newtonsche Attraktionsgesets 
nicht mit dem BektiTitatsprinzip in Übereinstimnrang ist, und daß 
dieses Prinzip also eine Änderung des Gravitationsgesetzes erfordert.*) 
Die Frage, wie diese Änderung sein soU, ist nicht ganz eiudentig gelöst, 
und fiir beliebige Geschwindigkeiten wird das Problem sohr verwickelt. 
Beschränkt man sich aber auf Größen der zweiten Ordnung, so kann 
man leicht eine derartige Änderung anbringen. Eines der möglichen 
Auziehuugsgesetze, für welche das Kelativitätsprinzip gilt, wird durch 
folgendes gegeben*): 

Zwei Punkte 1 und 2 ziehen, wenn beide ruhen, einander mit einer 
Erait JR an, weldie Tom Abstand r abh&ngt Wenn sie sich mit dem 
Geschwindigkeiten Vj und bewegen, so besteht die auf 1 wirkende 
Kraft aus zwei Teilen. Der erste Teil ist eine Anziehung 

(4Ö) ü+ 1 [ivlM + ivi,(r^J -ä) - t;it',co8(v„ V,) . ü j . 

Der zweite Teil hat die Richtung von Vg und die Größe 
(46) ^Vj,ü,i2. 



1) H. Poincarö, 8ur la dynamique de Telectron. Eeudiconü del Ciicolo 
matematico di Palermo 21 (1»06), 8. U9. H. A. Lorentz, Alte ond neue 
Fragen der Physik Phys. Zeitschr. Jl (1910), S. it>3l, auch H. A. Lorenti, 
A. Einstein, H. Minkowski, Das R^ativitfttepniiüp, eine Sunmlaog von 
Abhandlungeo, Berhn und Leipzig 1913. 

2) Siehe den Nachtrag unter 3. 
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Hierin ist Vj^ die Kompoüeute von Vj in die von 1 nach 2 ge- | 
zogene Verbindungslinie; V,^ ist die entsprechende Komponente von Vj. i 

Das gestellte Problem ist in (45) und (46) insoweii etwas all- 
gemeiner gedaeli^ als B hier eine beliebige Funktion Ton r sein kann. 

Das Gesets, daß die Wirkung gleieh ut der Gktgenwirkiuig, gilt 
.hier nicht mehr. Man soll also unterscheiden swischen der Kraft, die < 
anf 1 wirkt, und der Kraft, die auf 2 wirkt. | 

Wenn nun die Gravitation in der iu (46) und (46) angegebenen | 
Weise von den (»cschwindigkeiten abhängt, so ist das Holativitats- 
prinzip tur sie erfüllt. Die Frage drängt sich auf: ist dieses in Wirk- I 
lichkeit der Fall? Hier würde sich eine zweite Methode ergeben, das 
Kelativitätsprinzij), und zwar jetzt mehr speziell bezüglich der (Iravi- 
tation, zu prüfen. Man hat zu untersuchen, ob die astronomischen Be- 
wegungen besstt* mit den Gleiehungen (45) und (46) als mit dem un- 
geSndtften Newton sehen Qesete beschrieb«! werden können. Wie sich 
aus einer Untersuchung de Sitters^) ergibt, würden Beobachtmigeti 
mit einw sehnmal so großen Genauigkeit wie die jetzige, in dieser Frage 
entscheiden können. Man sieht nämlich an (45) und (46), daß die 
• Glieder, welche von den Geschwindigkeiten abhängen, alle von der 
zweiten Größenordnung sind. Ilenizutolge wird ihr Einfluß sehr gering, 
und kann derselbe jetzt nicht mit Sicherheit festgestellt werden. 

Eine der Folgen der angegebene Änderung des Newton scheu 
Gravitationsgesetzes würde in einer langsamen Bewegung des Perihels 
des Merkurius bestehen. Eine solche Bewegung existiert tatsächlich. 
Die beobachtete Bewegung beträgt in einem Jahrhundert 44". Die 
hier besprochene Inderong kann eine Bewegung von 7/15 ergeben. 
TatsftchUdh kann man also Ton emer Bestötigung hier nicht reden. 

Ein anderes wichtiges Problem aus der Astronomie ist folgendes. 
Maxwell*) hat schon die Bemerkung gemacht, daß man aus der Be- 
obachtung der Finsternisse der Jupitersatellito die ( ieschwindigkeit 
des Sonnensystems durch den Äther hindurch ableiten könnte. Denken 
wir uns einfachheits halber, uuß von Ju|>iter aus, jedesmal wenn dieser 
die Punkte P imd Q (Fig. 3) seiner kreisförmig vorausgesetzten Bahn 
passiert^ Liohis^inale abgegeben werden, und daß sieh ein Beobaditer. 
auf der Sonne befindet. Weiter, da& das ganse System eine Geschwin- 
digkeit V (in der Biohtung ZI) relatiT zum Äther hat. 

Betrachten wir all dieses mit Hilfe eines Koordinatensystems und 
von Uhren, die im Äther ruhen. Wir müssen dann schließen, dafi das 
Lichtsignal eine kürzere Zeit braucht, um von P aus die Sonne zu 
erreiohen als um dieses von Q aus zu ton, und wir dürfen also erwarten, 

1) W. de Sitter, On the bearing of thc principle of relativity on gravi- 
ialional astxonomy. Monthly Notices of the Royal Astron. Soc. 71 (1911), S. 388. 
9) J. C. Maxwell, £iicyclop«edia Britauiica, 9*^ ed., urticle „Ether*\ 

I 
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daß die Zeit, welche verläuft zwischen dem Moment, in dem ein von 
P uiisrref»augenes Signal die Sonne trifft, und dem Moment, in dem das 
erstiülgende von Q ausge<^aiin;ene Signal die Sonne trifft, länger ist 
als die Zeit, welche dann uoch verläuft, bevor wieder ein von Pausge- 
gaagenes Signal die Sonne erreicht. 
Der Uiriieneliied dieser ZeittntervBlIe 
würde einen Effekt der ersten Größen- 
'ordniing dantellen, mid er würde aueh 
existieren, wenn ^ Zeiten auf einer 
TJhr abgelesen werden, die der Be- 
obachter auf der Sonne bei sich hat 
und die seine Beweijuni; mitmacht. 
Letzteres trifft zu, welchen Einfluß die 
Bewegung auch auf den Gang der Uhr 
haben möge. 

Das BdativitÜtsprinzip postaliert, 
datt der auf der Sonne sich befindende Beobachter die snkzessiTeo, ab- 
wedbLselnd von P und YOn Q aasgesandten Liohtsignale mit gleiehen 
Zeitintervallen aufeinanderfolgen sieht. Daß wir zu einem anderen 
Schluß kamen, liegt daran, daß wir bei der Beschreibung mit Hilfe 
eines Koordinatensystems, in dem das ganze Sonnensystem nach rechts 
geht, der vom Rf Intivitätspiin/ip geforderten Änderung des Newton- 
Bchen Gravitatioui>gü>etzes keine Rechnung getragen haben. Diese 
Änderung hebt den obeugeuaanten Unterschied wieder auf, und zwar 
dadurch, daß die ZeitintervalLe, in denen der Planet einen halben Um- 
lauf vollbringt, erst von P nadi Q, dann von Q naeh P, nickt mehr ein- 
ander gleich sind. Man darf sich nidU vorstellen, wie das Maxwell 
stillschweigend tat, daß die Bewegung des Planeten relativ zum ge- 
nannten Koordinatensystem aus einer gleichmäßigen Ereisbewegong 
verbunden mit einer gleichmäßigen Translation bestehe. Sie wird von 
verwickelterer Natur. 

Hier ergibt sich also wieder - in Mittel zur Prüfung des Relativi- 
tatsprin/.ips. insoweit es die Gravitation ])etrifft. Burton ^) hat, indem 
er csich auf den Standpunkt üdaxwells stellte, Pläne gemacht zu yer- 
suchen, aus dergleichen Beobachtungen die Geschwindigkeit des Sonnen- 
systems lelatiT snm Äther absuleiten. Er hat aber im Toraas eine 
SehStinng des wahrscheinlichen Fehlers gemacht, welcher der ans 
jenen Beobachtungen abgeleiteten Geschwindigkeit r^tiv zum Äther 
eventuell zuzuschreiben sein wird, und iindet diesen von derseli:>en 
Größenordnung wie die relativen Geschwindigkeiten der Himmelskörper, 
was also die Entscheidung wieder erschwert Man kann nur sagen, daß, 



1) C, V. Burton, The Sun'n m(*tion -writb respect to the aether. Phil. 
Mag. (6) IB (1910), ä. 417. Vgl. auch H. A. Loreatz, am 8. 19 zitiertea Ort, 
W. de Sitter am 8. 80 sitierten Ort 
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wenn die Seobachttuigen eine beträchtlich größere Geschwindi^Bit 
ergeben sollten, damit das BelatiTitätipniiaip widerlegt sein würde. 

Wie «lern mm auch sei, tvir dfirfen uns bei dem jetzigen Stande 
unserer Kenntnisse den Fall denken, daß das Relativiiätsprinzip von 
allen Beobachtungen bestätigt wird. Vorausgesetzt, daß dies der Fall 
Bei, wie müssen wir das dann auffassen, welche Bedeutung müssen wii* 
dem RelsÜTitäteprinzip belegen? Dieses ist eine Frage, in die sieb der* 
Physiker, streng genommen, nicht allsn sehr in yertiefen braucht. Er 
kann damit xnMeden sein^ wenn er weiß, daß die Ersdieinimgen dei^ 
art sind, daß sie im System x, y, g, t und im System /, /, /, i' in 
derselben Weise beschrieben werden können. Inzwischen wird es gat 
sein, die Frage doch nicht ganz unberührt zu lassen. 

Stellen wir uns also vor, daß die schon öfters genannten Be- 
obachter A und B ihre Gedanken austausclien können. Dann wird 
zwischen ihnen eine Diskussion eintreten können über die Frage, wer 
von beiden sich bewegt hat und wer nicht Es ist klar, daß, wenn 
nichts anderes da ist als sie und ihre Laboratorien, diese Frage sinnlos 
ist. Gibt es aber einen Äther, der noch so nel Substanzialitit hesitsl^ 
daß es einen Sinn hat, TOn Bewegung relativ zü demselben zu reden, 
so würde die Frage: wer bat sich relativ zum Äther bewegt, wohl 
einen Sinn haben. Die Frage, wer von beiden sich relativ zum Äther 
bewegt hätte, oder ob beide sich relativ zum Äther bewegt hatten, 
könnte aber (das Relativitätsprinzip ist hier inuner als allgemeingültig 
vorausgesetzt) von A und 7i wieder nicht entschieden werden. 

Weiter könnten sie über ihre Messungen debattieren. A könnte 
zu B sagen: ich habe deutlich gesehen, daß Ihre Maßstäbe kürzer 
waren als die meinigen. B sagt dann aber dasselbe sn and die Bis- 
knssion irare wieder hofhungslos. Gibt es einen Äther, so könnten 
sie zu einem befriedigenden Abkommen geraten, indem sie z. B. eben 
Maßstab, der relativ zum Äther ruht, bevorzngML Entscheiden, wer 
von beiden oder daß keiner von beiden einen solchen Maßstab Tor- 
wendet hat, könnten sie aber wieder nicht. 

Ihre Systeme der Zeitmessung könnten zu einer ähnlichen Dis- 
kussion Anlaß geben. 

In einen heiligen Wortstreit könnten sie geraten wegen der Frage, 
ob bestimmte Erscheinungen gleichseitig seien oder nicht. Nicht an 
derselben Stelle stattfindende Erscheinungen, die für A gleichzeitig 
sind, sind es fttr £ nicht, und der Fall kum sogar realisiert sein, daß 
A sagt: die Erscheinung 1 iindet statt vor der Erscheinung 2, wahrend 
B das Umgekehrte behauptet.^) 

1} hiaviadiAn werden die beiden Beobachter eine Erscheinung 2, die als 
Folge einer Encbeinung l auftritt, inniu-r nach der letztgmatiiiien Encheinimg 

sehen, wenn man wenigstens entsprechend der Kflativitätstheorie die ^för^lich- 
keit aasBohließt, dafi eine Wirkung «ich mitÜbexlichtgeschwindigkeittoxtpflanxt^ 
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Sollten die Beobachter den Zeitbegriff als etwas Primilres, etwas 
ganz vom Kimmbegriff Getrenntes betrachtou uollen, so würden sie 
wohl erkenueu, daB einu absolute Gleichzeitigkeit existiert j sie würden 
6B ab«E wieder uneDtseluedfloa laBBOn müsseiiy ob die Gleichzeitig- 
keit durch gleidie Werte von t angezeigt wird, oder durch gleiche 
Werte Ton f ^ oder TieUeicht wedw durch die einen noch durch die 
enderen. 

Einstein sagt kurz und gut, dafi alle soeben genannten Fragen 
keinen Sinn haben. Er kommt denn aneh za einem „Abschaffen'^ des 

Äthers. Letzteres ist übrigens bis zu einem gewissen Grade ein Streit 
über Worte: es macht keinen großen üuterschied, ob man vom Va- 
kuum oder vom Äther spricht. Jedenfalls hat es nach Einstein keinen 
Sinn, von Bewegung relativ zum Äther zu sprechen. Ebenso verneint 
er die Existenz einer absoluten Gleichzeitigkeit. 

Es ist gewiß merkwürdig, daß diese Relativitätsbegriil'e, auch was 
die Zeit betoifit, so schneU Eingang gefunden haben. 

Die Bewertung dieser B^piffe gehört gröfitenteils cur Erkenntnis- 
lehre, and man kann denn aneh das Urteil ihr flberlaesen, im Vertrauen, 
daß sie die besprochenen Fragen mit der benötigten Gründlichkeit 
betrachten wird. Sicher ist es aber, dafl es fttr einen großen Teil Ton 
der Denkweise abhängen wird, an die man gewöhnt ist, ob man sich 
am meisten zur einen oder znr andern Aiiffassimg angezogen fühlt. 
Was den Vortragenden seibjjt betrifft, so findet er wohl eine gewisse 
Befriedigung in den älteren Auffassungen, daß der Äther wenigstens 
noch einige Substauzialität besitzt, daß Raum und Zeit scharf getreiiut 
werden kdnnen, dafi man yon Gleichseitigkeit ohne nihere Spezialisie- 
rung reden darC Was das soletst Genannte betrifft, so kann man 8i<^ 
Tielleicht berufen auf unser Yermogeo, uns beliebig grofie Gesdiwindig- 
keiten wenigstens vorzustellen. Damit kommt man dem Begriff der 
absoluten Gleichzeitigkeit sehr nahe. 

Schließlich muß bemerkt werden, daß in der kühnen Behauptung, 
daß man nie Geschwindigkeiten größer als die Lichtgeschwindigkeit 
beobachten wird, eine hypothetische Bet^cbräukuug des für uns Zu- 
gänglichen liegt, die nicht ohne einigen Kückhalt akzeptiert werden 
kann. 

Das nächste Mal werdtin wir die Betrachtungen Einsteins über 
den Zusammenhang zwischen Energie und Masse, seine Versuche für 
beechleunigte Systeme etwas Ähnli<£es zu tun, wie nach dem Gesagten 
fOr Systeme mit gleichmäfiiger Bewegung gemacht worden ist, und die 
Anwendung davon auf die Gravitation besprechen. 

9 

Als Vorbereitung zur Behandlung des Zusammenhanges zwischen 
Energie und Masse werden wir hente noch kurz drei Punkte be- 
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hamieln. i^'ür die Energie eiiies mit der Geschwindigkeit v bewegtdn 
Elektrons oder materiellen Punktes findet man^) 

(47) « — , = • 

Hierin ist die Eonstttate, die man. jedem Anedroek ftlr die Ener- 
gie hinzufügen kann^ so gevrihlt worden, daß im Bnheroetand 

(48) EQ'x'fnc^. 

Für den Betrag, mit dem die Energie im Falle der Bewegung 
dieselbe im Falle der Ruhe übertrifft, findet man aus (47) und (48) 
annähiamd 

(49) «-«^-j-m«». 
Wenn wir die Masse M einlQliren, so ist 

(50) € - Mc\ 
und man hat also 

(51) M-^. m-^- 



Ein zweites Problem ist folfjfendes: Ein sowohl seitlich wie an 
dt^r Vorder- und an der Hinterseite bogrenztes Bündel paralleler Licht- 
äuuiiieu schließe ein \ olumen F ein. Die Amplitude der elektrischen 
Kraft sei «. 

Man findet dann aus (30) für die Energie 

(52) s~l V, 

uud aus (33) für die Bewegungsgröße 

(58) ff.^^r— f. 

\\ üxiii man svüi, kann man diesem System, wenn man es so nennen 
darf, welches sieh mit der G^esehwindij^eit e lelatiT znm Beobadtter 
bewegt, eine Hasse M zosehreiben. Nach (37) ist dann 

(54) M-^, 

entsprechend (51). Aus (36) folgt aber 

(55) w =• 0, 

80 daß ein Lichtbündel keine Minkowski sehe Masse hat. 

Znm Schluß noch der folgende IUI: Eine an der Innenseite toU- 
kommen spiegelnde Hülle ist mit schwarzer Strahlnng, die einer be- 



1) Sielii' im NachtrnfT nnter 2 die Gleichung (Iß). Bei der direkten Be- 
lechnang würde man zur Energie des elektromagnetischen Feldes noch die 
Konfigurationsenctgie dM ElektronB addieren mfluen. Vgl H. A. Lorents, 
Theoxy of Electrona, 8. 213. 
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fitimmton Temperatur T entspricht, gefüllt. Die Energie diesw Syatems 
für einen Beobachter, relativ zu dem die Hülle ruht, sei s^. 

Für einen Beobachter, relativ /u dem die Hülle sich mit einer 
(jesck windigkeit v bewegt, gibt es eine Energie^) 

und eine Bewegimgsgrofie 

Aas (37) und (36) ergibt sich auch jetzt wieder 
(68) Jl£ = ;., w-i^. 



Iii. 

Das Torige Mal ist schon der merkwürdige von Einstein ange- 
zeigte Zusammenhang zwischen Energie und Masse kurz angedeutet 
worden. 

Wir müssen bei der Besprechung dieses Themas zwei verschiedene 
Massen gut auseinanderhalten, namlieh eine Konstante, die Min- 
kowskisehe Hassei und nidit konstant^ welche Grdße wir bd der 
Behandlung eines einzelnen Elektrons oder eines matedelien Punktes 
die transversale Masse genannt haben. 

Zwisohen beiden besteht, wie wir sehon sahen, die Beuehung 

(36) ^ = ,/-^' 

wenn v die TranslatioTisgesch windigkeit ist. M wird dabei so definiert, 
dafi noeh immer wie in der Newtonsehen Mechanik 

(37) e - 2f V 

die Bewegungsgröße ist. Die Formel (36) bestimmt dann m. 

In der vorigen Woche haben wir drei ein&ehe Systeme betrachtet. 
In allen drei Fällen wurden wir zu der Beziehung 

geführt, in der a die Energie des Systems ist, im ersten und dritten 
Fall weiter noch zu 

1) Bei der Beroclinung^ derselben muß man iler Energie bzw. der Be- 
wegungsgröße, die der Uiille eigen ist, Eechnung tragen. Siehe H.A. Loreutz, 
Owtx de maasa dw energie. Zittingavertl. Akad. Amsterdam 20 (1911). S. 87. 
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wo €^ (He Energie vorstellt, Nveiiii das System ruht (im zweiten Fall, 
dem eines Bündels tüu Licbtstxahleü, ist ein solcher Kiüiezastaud 
nicht exiätüUü^tahig). 

Angesichts dieser Ergebnisse drängt sich der Gedanke auf, daß 
▼ielieielit wohl gan;^ allgemem eine derartige Benehnng zwischeii 
Energie und Masse bestehen könnte. Tatsächlich ist TieLee dafür za 
sagen. Um dies dnzasehen, werden wir das Problem etwas allgemeiner 
behandeln. 

Wir denken uns ein beliebiges System S von materiellen Punkten 
und Lichtstrahlen. Die materiellen Punkte maehen allerhand Be- 
wegungen, und die Lichtstrahlen püanzen sich in beliebigen iüch- 
tungeii l'ort. 

Das System wird Ton einem Beobachter A betrachtet, der ein 
Koordinaten-Zeit-Sjstem x, y, z, t verwendet. Er wird bemerken^ daß 
das System Energie hat^ nnd er kann diese bis su einer gewissen Höhe 
messen, entweder dadurch, daß er das System als Ganzes betrachtei^ 
oder dadurch, daß er die verschiedenen Teile desselben ins Auge &ßt, 
die Energie jedes dieser Teile bestimmt und schließlich diese Energien 
summiert. Dabei bleibt, weil er nur Energieunterschiede messen kann, 
in der Totulcnergie eine Konstante unbestimmt. Mit dieser Beschiaop 
kung lernt der Beobachter aber die Energie kennen. 

Er kann auch die Bewegimgsgröße bemerken und messen, z. R. 
dadurch, daß er, wie bei der Betrachtung der Energie, auf die ver- 
schiedenen Teile des Systems achtet. In der Beweg uugsgröße G tritt 
keine unbestimmte Eonstante an£ Ibn muß nämlich f flr einen rohendoi 
Punkt — 0 ansetzen, weil die Bewegungsgröße ein Tektor sein 
muß, nnd man für einen ruhenden Punkt nicht wüßte, welche Rich- 
tung man diesem Vektor zuerkennen müßte. Wir werden also an« 
nehmen, daß für ein beliebiges System materieller Punkte, wenn alle 
rohen, (? = 0 ist. 

Welche Bewegung wird der Beobachter Ä dem System S, in dem 
wir nun auch Strahlung als anwesend uns denken können, als Ganzem 
zuschreiben ? in der alten Mechanik achtete mau auf das Masseazentrum 
des Systems, und setzte man definiiiaiu|;eaiSfl die Bewegung des Systems 
gleich der des Massenzeutmms. In der Relativitätstheorie ist kein 
Hassenzentmm definiert, man kann aber in folgender Weise Terfahren. 
Zunächst werden wir, wenn man als Summe der Bewegungsgrößen 
aller Bestandteile G = 0 findet, sagen: das System als Ganzes hat keine 
Bewegung. Ist aber für den Bcobacliter A die resultierende Bewegungs- 
größe nicht 0, so führen wir, indem wir die Transforniationsfonneln 
verwenden, einen zweiten Beobachter 7? ein, naclidem wir einfachheits- 
halber die Achse in die Richtung von (r gelegt haben, 

Wir wählen nun die durch die Beziehung a- — 6* = X miteinander 
verknüpften ChröBen a und b so, daß für JB das System keine resultie- 
rende Beweguiigsgrüße hat. Es liegt dann für A auf der Hand zu 
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sagen, daß das Eoordinatensjstetn x% p% »* aicli mit dem System iSf 
mitbewege^ and letzterem die Geschwindigkeit 

(69) • 

zozuftchreiben, welche der Urspnmg Ton «r', y\ e' nach (9) im System 
x,y, z, t hat. 

Sodami wird A dem System eine Masse M zaschreibeiii die durch 

die Gleichung (37^ best im int wird. 

Xaclideni festgestellt worden ist, wie man bei Vpi-weudniig eines 
bestimmten Koordinateu-Zeit-bj stems;r,t/, 2, / die Masse Ji des Sytiteins 
als Ganzes bestimmen wird, kann die Frage gestellt werden: wenn 
mau das System zweimal betrachtet, und zwar in verschiedenen Zu- 
stände, so daß die Energie zwei rerschiedene Werte hat^ wie yerhält 
es sich dann in jenen beiden ItUlen mit M7 

Wir können hierOher entscheiden, wenn wir erst die Transfonna- 
üonsformeln der Bewegnngsgröße kennen gelernt haben. Wir stellen 

vim daher noch einmal vor, daß das System von zwei Bfio))!ichtem A 
und J), die mit r, t bzw. 2', t' operieren (auf x, y, x', y' brauchen 
wir nicht zu achten), betrachtet wird, wobei wir bemerken wollen, 
■daß mit 7? nicht gerade der soeben genannte Beobachter (für den die 
Bewegnngsgröße 0 wäre) gemeint ist B bat jetzt relativ zn A eine 
heliebige Tranelationsgeschwindigkeit in der Richtang der iP-Achse, so 

daß - einen beliehitfeii Wert (< 1 1 hat. Die ^-Achse ist wieder in 

die Richtung der Trau.slationsgeschwiudigkeit des Systems gelegt. 

Um nun die Beziehung zwischen deu Beweguugsgrößen G und 
G'f beide in der Bichtang der xr- Achse, zu finden, die A nnd B dem 
System zoschimbein, fiUiren wir die Voranssetzung ein, daß die Min- 
kowskisehe Masse des Systems für beide Beobachter denselben Wert 
hat. Dieses stimmt für die einfachen Fälle, die wir behandelt haben: 
ein Elektron, ein Lichtstrahl, schwarze Strahlung innerhalb einer Hülle. 

Die Transformationsformel f(lr die Geschwindigkeit des Systems 
ist, wenn diese in der soeben angegebeneu Weise definiert wird, 
nach (12)1) 

woffir man schreiben kann 

(61) —= — 



1) Der Ursprung des KoordinateusyBtems, das so gewählt ist, daö für einen 
Beobachter, der sieh mit diesem System mitbewegt, Q^Q ist, bat ja im 

System von Ä die OfsrlnvindifTkeit v_ in dem von 7? die Oesohwindigkeit Vj|^t 
flo daß xuid nach (12) zusammenhängen müssen. 
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Multipliziert maa diese Gleiohimg mit der ToraasgeBetzten Gleichimg 
(62) m'-«, 

so ergibt rieh in Anbetraeht der Definitionen von G und Jf 

(68) G'^aG-heM, 

waä die gesuchte Transformationsformel für die Bewegungsgröße eine» 
beliebigen Systems ist. 

Hit Hilfe you (63) k8nn«i wirnim wirklich die Beziehung Kwiachen 
der Energie s nnd der Masse Jf, die wir fOr einige besondeFS einfache 
Fälle kennen gelernt haben, als fOr ein beliebiges System gflliig ver- 

aUgemeinern. 

Wir denken uns dazu zwei Systame und S^, die in solcher 
Weise aufeinander wirken, daß die ßewej^nngf?£^rÖßen, «lip Tir«>prünglich ( 
für beide Systeme lan<is der ^- Achse gerichtet sind, auch nur in der i 
Richtung dieser Achse sich ändern. Die Wirkung sei nach eineui ge- ] 
wissen ZeitintervaU beendet. Die ÄiKieruugen der BewegungBgrößen | 
und ebenso der anderen Größen werden mittels des Zeichens ^ be- j 
zeichnet Die Induses 1 nnd 2 beziehen sich auf Si und 1 
Zwei Beobachter A {z, t) und B{z\t ') betrachten die Ersoheinnng. j 
Was die Natur der gegenseitigen Wirkung betrifit, so setzen wir | 
nur voraus, daß die Gesetze der Erhaltung der Bewegnngsgröße und 
der Erhaltung der Energie gelten, und zwar daß dieses sowohl für den 
einen wie auch für den anderen Beobachter der FaU ist. Wir haben 
dann 

(64) + ^(?2 = 0, =0. j 

Aus (64) und (i>3). indem wir letztere Gleißhui^ nacheinander j 

auf und auf anwenden, folgt 

(65) ^M^ +. z^if, - 0, ^ 
iriUirend ans dem Eneigi^^esetz, ffir den Beobachter A angewendet^ I 

folgt i 

(66) ^«4-|-^«,-0. j 

Wenn man nun weifi, daß 8^ eines der frflher betrachteten ein- 
fachen Systeme (Elektron, LichtbOndel usw.) ist, fOr welches die Be* I 
Ziehung (50) gilt, und dafi also | 

(67) ^Äi-^ j 

ist, so folgt aus (05) und (66), daß notwendig dasselbe für das zweite | 
System gilt: 

(68) ^M,-^-^- j 

Hiermit ist für einen allgemeinen Fall^bewieseUi daß mit jeder 
Änderung der Energie eine proportionale Änderung der Masse zu- | 

i 
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flammengeht. Man kann diese» fibrigens durcli eine nidnere Betmehtimg 
spezieller FSlle ▼erifisieren; hiermiiist znraeitHerr Grondi j s beecbSftigt. 

Daß die Masse eines Körpers von seiner Energie abhSoigig isty . 
wird manchen im ersten Moment befremden. Daher ist es von Interessei 
an ein paar einfachen Beispielen zu zeigen, daß man sich in vielen 
Fällen von dieser Abhängigkeit leicht Rechenschaft geben kann. 

Zunächst mn einziges Elektron. Für dieses läuft der gefundene 
Satz darauf hinaus, daß, wie schon längst bekauiii, die Masse ilT um 
SO größer ist, mit je größerer Geschwindigkeit aiobdaeElekbxjn bewegt 

An zweiter Stelle: ein geschlossenes Gefößi in dem sich ein Gas 
befindet. Wie bemerken wir beim in Bewegongsetien dieses Systems, 
daß sich ein Gas im Gefäß befindet? Stellen wir uns vor, daß das 
Gefäß die Gestalt eines rechteckigen Parallelepipeds besitzt, und daß 

ihm in der Richtung einer der Kanten, sagen wir von links nach 
rechts, eine gleichmäßige Bebchleuuiir'nT'; irf^bcc. Wir werden voraus- 
setzen, daß die Wände an der Innenseite rauh sind, und daß also die 
Moleküle nach dem Stoß gegen eine Wand eine Bewegung haben, die 
zusammengesetzt ist aus der Translationsgeschwiudigkeit der Wand 
nnd ans der Wärmebewegang. Ein&cUieitshalber stellen wir uns 
Yor, das Gas sei so rerdfinnt, daß wir von den Stößen der Molekflle 
g^eneinander abseben dQrfm. Hatte nun das System eine konstante 
Geschwindigkeit, so wQrden anch die Molelcfile mit derselben behaftet 
sein, und würden die Stöße, sowohl die gegen die linke wie die gegen 
die rechte Wand, gleich kraftig sein, wie wenn das Gefäß sich nicht 
bewegte. Ist aber die Bewegung beschl(Miiii<jt, so hat im Muaient des 
Stoßes ein Molekül nicht di<» yolle Gesebwiiiuigkeit der Fortbewegung 
des Gefäßes; es hat nämlich die Geschwindigkeit der Fortbewegung, 
die das Gefäß etwas früher, im Moment des letztvorangegangenen 
Stoßes, hatte. Man sidit leicht ein, daß dadurch die Stöße gegen die 
linke Wand intensiTer und die gegen die rechte Wand weniger in' , 
teniiT sein werden, als bei einer gleichmäßigen Bewegung der Fall 
sein würde. Daher kommt es, daß das Gefäß vom Gas eine resul« 
tierende Kraft nach links erleidet, und daß also die Beschleunigung 
eine größere Kraft erfordert als wenn das Gefäß leer wäre. Wir 
drücken dieses so aus, daß wir sagen, die Alasae des Systems sei größer 
geworden. Was nun aber die Zunahme der Masse betrifft, welche nach 
dem Eiußteinschen Satz von einer Vergrößerung der iunereu Energie, 
d. h. TOB einer Yerstftrknng der Molekularbewegung des Gbses, bedingt 
wird, 80 unterliegt es keinem Zweifel, daß man sieh auch daTon Rechen- 
schaft geben kann, wenn man auf die Intensität der Stöße gegen die 
g^enüberatehenden Wände achtet. Man wird diese Stoße aber ent^ 
sprechend den Regeln der Relativitätsmechanik behandeln müssen. 

Dergleiche Bemerkungen gelten für eine Hülle, die mit schwarzer 
Strahlung gefüllt ist. Iii der Tatsache, daß letztere zur Masse des 
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Systems beiträgt, und zwar um so mehr, je größer ihre Energie ist, 
liegt nichts GelieininisvoUes. Sie erklärt sich aus dem Druck, den die 
Strahlen auf die Wände ausüben und der, wenn die Hiillo eine be- 
schleunigte Bewegung nach rechts hat, gegen die linke Wand größer 
ist als gegen die rechte. 

Es Terdient die Aufmei^amkeit, dafi im allgemeinen Thewem 

nur von gleichzeitigen Änderungen der Energie und der Masse die 
Rede ist. Die Fri^e ist, ob man die Beziehung, die zwischen diesen 
Änderungen besteht, auch auf die Wei te «elbst dieser beiden Größen 
ausbreiten, und also allgemein anaetsen dari, daß 




ist. Hiei- entsteht eine Schwierigkeit wegen des Vorkommens einer 
unbestimmten Konstante in der Energie. 

Einem Elektron oder einem materiellen Punkte würde im Kuhe- 
xnstand die Energie mc* zuerkannt werden mfisien, und zwar würde 
die Besdeliung zwischen M und t (im Gegensatz zu der Besiehung 
zwischen und ^c) nur dann eine tiefere Bedeutung haben, wenn 
der Wert mc^ etwas mehr wili e als eine beliebig angenommene un- 
bestimmte Konstante, wenn sie aus einer Vorstellung über die Natur 
der Teilchen abgeleitet werden könnte. Bei einem vollkommen liarten 
und unvei änderlich kugelförmigen Atom kann von letzterem keine 
Bede sein. 

Etwas anders verhält es sich mit einem Elektron; dieses ist, wenn 
es ruht) von einem elektrischen Felde umringt und vergegenwärtigt 
also eine gewisse Energie. Berechnet man diese^ so bekommt man 
aber nicht mc*. Für ein kugelförmiges Elektron mit gleichmäßiger 
Oberflachenladung ist ja nach (35) 

^ 6nc-B ' 

wi&hrend fOr die Energie des Feldes gefunden wird^) 

Besteht die Beziehung s — Me^, so muß innerhalb des Elektrons 

noch eine andere Energie existieren. Es liegt auf der Hand, dabei an 
die Spannungen zu denken, welche nach der Voraussetzung Poincures 
im Elektron den abstoßenden Kräften, welche die elektrischen Ober- 
flächenladungen aufeinander ausüben, das Gleichgewicht halten.^) 
Diese Spannungen nützen uns aber nicht, weil denselben eine poten- 
Üeße Energie mit einer anbestimmten Konstante entsprichi 

1) Man findet diesen Ausdruck leicht mit Hilfe von (80) am einer Btttneb- 
tonn; des elektrostatiscliea Feldpg nm das ruhende Elektron. 

2) Vgl. H. A. Loreutz, iiieory ot Electrons, S. 214. 
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Alles zusammengenomraen wird man sieli im betrachteten Theo- 
rem auf die gleichzeitigen Ändeninf/m zu beschränken haben, oder 
man wird fja<jeü müssen^ daß die Beziehung e -= Jfc* gilt, falls man 
die unheMiiiunte Konstante in 6 passend wähU. 

Es möge noch darauf hingewiesen werden, daß man das Theorem 
andi 80 fornmlieren kann: Muü kann die nnbeBÜmmte Eonstante in 
' der Energie s eines Systems so wililaLi xUß swisehen der Energie « 
und der Bew^puigagrofie Q die Benehung besteht 

(69) * - f c». 

Wir können jetzt zu den wichtigen Betrachtungen Einsteins 
über das Schwerkraftfeld, das letzte Thema, welches wir zu behuideln 
haben, übergehen. 

Als Einleitung daea müssen wir hervorheben, daß das BelatiTitits- 
prinzip, ftber wel<äes wir bis jetsi gesprochen haben, nur dann gil^ 
wenn das eine System eine konstante Transktionsgeschwindigkeit re- 
lativ zum anderen hat. Es gilt nicht, wenn die relative Bewegung in 
einer Rotation oder in einer beschleunigten oder verzögerten Trans- 
lation bestf'ht In diesen Fällen können die Gleichungen der Physik 
nicht in bezug anf Koordinaten-Zeit-Systeme, in den beiden Systemen 
in die gleiche Form gebracht werden. 

Verliert man diese der Gültigkeit des Relativitatsprinzips gestellten 
Sehranken ans dem Auge, so kum man za sonderbaren Eonseqaouen 
geraten. Der folgende Fall^) ist davon ein Beispiel. 

Ein Beobachter Ä hat zwei gleiche Uhren K und K', die erst 
beide relativ zu ihm ruhen. In einem gewissen Moment wird die ühr 
K' (z. B. nach rechts) fortgeschossen ; sie legt mit gleichmäßiger Ge- 
schwindigkeit einen gewissen geraden Weg zurück, kehrt dann plötz- 
lich um, durchläuft mit (in absolutem Wert) gleich großer Geschwindig- 
keit den uraofekehrten Weg, bis sie in den Ansf:fangspunkt zurücko'e- 
kommen ist, und wird dann momeatau zur iiuhe gebracht. Wiihrend 
der Reise ISnft die Uhr Z*' langsamer als die an der Stelle ge- 
blieben ist. Nehmen wir ani daß das Entstehen, das Umkehren nnd 
das Aufhören der Bewegung keine momentane Änderung in die An- 
gabe von K' bringt'), so wird diese Uhr, wenn sie wi^r snr Ruhe 
gekommen iai, bei K nachgehen. 

1) Vgl. A. Eiutttein, Ann. U. Phys. (4) 1* (,190ö), S. 904; P. Laagerin, 
fieuntta 10 (Idll), S. Sl; M. Lftoe, Fhy«. Zeitsolur. 18 (1912), S. 118. 

2) Wir werden uns wohl vorstellen milssen, daß in Wirklinhkeit eine Be- 
sehleunigiing oder Verzögerung der Translation irgendeinen Einflofi auf den 
Gang der Uhr liat, und daft eine plötsdiohe Ändemng der TnuulationBgeeehwm- 
digkeit den Zeiger momentan venpringen macht. Indessen können wir diese 
Effekte, die unabhängi^r sind vom Abstand, bis auf welchen die Uhr fortt^e- 
«ohoasen wird, trennen von dem im Text besprochenen Effekt, der jenem Ab- 
•kaade proporfeioiial ist. 
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Es mSge nun ein Beobachter B dia eoeben betehridbene Be- 
wegung «lerülir /\" mitmaclien. Man koiiute dann folgendes behaupten r 
Für diesen Beobachter geht die Uhr K naoh UaikM und kehrt dann 

wieder zurück. Sie hat eme ähnliche Bewegung, wie soeben die Uhr K' 
hatto. nnd sie wird iilso, wenn das Experiment beendet ist, boi K' nach- 
geiieu, was offenbar mit dem soeben ^^esaf^ton nicht zu gleicher Zeit 
der Fall sein kann. Die Lösung dieses Furadoxons liegt hierin, daß 
wir jetzt, da B eich nicht fortwährend mit derselben Geschwindig» 
keit bewegt hat, nicht Bogen dflrfen, daß J5> wenn er die Uhr Ton A 
betrachtet, das gleiche sehen wird wie Ä, wenn er auf die Uhr vom S 
siehi') 

Das angeführte Beispiel zeigt, daß das Relativitätsprinzip nicht 
gilt wenn das eine Koordinatensystem eine nicht gleichmäßige Be- 
we^aiii^ relativ zum anderen hat. In diesem Fall werden die Er- 
8chemuu«:,en in dem einen System anders beschrieben wie in dem, 
anderen, und es ist gerad^ wie sich gleich ergeben wird^ diese Ände- 
rung, auf die es bei Einsteins Betrachtungen Uber die Gravitation 
ankommi 

Was die BesekUmiguttff eines Eoordmatensystems betrifR^ so be- 
merken wir noch, daß es erst dann einen Sinn hat, dayon au reden,, 
wenn fesl^esteUt worden ist, in welchem System r, y, e, t man die 
Bewegung dieses Koordinatensystems beschreiben will. Bei einem 
einzelnen Achsensystem, ganz für sich betrachtet, kann ebensowenig 
von der Beschleunigung wie von der Geschwindigkeit die Rede sein. 
Indessen kann man wohl die Verabredung treffen, daß ein gewisses 
Koordinatensystem y, s oime Beschleunigung sei, und daß man 
unter der Beschleunigung eines anderen Systems, ohne weitere Zn- 
f&gnng, die Beschleonigung Terstehen wird, welche dieses System rela- 
tiy zu Xf if, » hat, falls dabei die Zeit t in bestimmter Weise als yierte 
Veränderliche gewählt wird. „Beschleunignng" eines Koordiuaten- 
systems heißt dann dessen Beschleunigung in jenem bestimmten System 
or, y, t, welches wir P nennen werden, oder auch die Beschleuni- 
gung in einetn der Systeme P', P" usw., zu denen man, von P aus- 
gehend, übergehen kann mittels Transformationsformeln wie die, 
welche dem Relativitätsprinzip entsprechen, nnd welche Systeme rela- 
tiv zu P nur eine gleichmäßige Translatiuu haben. Die Wahl dieser 
Gruppe P, P', P", . . . kann 2. B. dadureh bestimmt werden, daß in 
diesen Systemen lÜe Besdureibung der Erscheinungen einfacher wird 
als in irgendeinem anderen. Will man sieh, was wohl das einlidiiste 
ist, einen „Äther'' vorstellen, so kann man annehmen, daß P eui in 
diesem Medium festgel^es Koordinatensystem ist. 

Nach dieser Vorbereitung können wir aur Besprechung von £in- 



1) YgL ffir «me nähere Erläutenwg den Nachtrag anter 4. 
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Steins Betraohtungen flheae die Schwerkraft übergehen. Deaflidiliait«- 
halber worden wir nns dabei mnaehet auf eine Tereinfaehte BanteUung 
beschränken, die zwar in der Hauptsache, nicht aber in Ueinen Eitf- 
zelheiten zutreffSand ht Speziell setoen wir bei dieser elementaren Be- 
handlung voraus, daß beim Übergang zn einem nenen Koordinaten- 
ajstem die Zeit unverändert gelassen wird. 

Wir denken uns ein Koordinatensystem x, i/, z rulaend im Äther 
(wenn man will, ist dieses nur eine Redensart, um eiitps Her >ot'lten 
>;e)i;innteü Systeme P, P', P", . . . anzudeuten). Wir denken uu« ein 
zweites Koordinatensystem z\ dessen Koordinatenachsen parallel 
denen des ersten Systems gew&hlt sind, und das sich mit einer gleich- 
mäßigen Beschleunigung relatir aum Äther, in der Riditnng der 
iV- A^ssy die wir uns s. B. nadi oben hin gerichtet denken, bewegt. Die 
Erscheinungen werden nun in besng auf diese zwei Systeme verschiede 
beschrieben werden. Wir denken uns z. B. einen Punkt, der im ersten 
System ruht. Dieser Punkt wird im zweiten System nach unten fallen. 
Ein Punkt, der im System z mit gleichmäßiger Geschwindigkeit nach 
oben geht, kann in z' erst verzögert nach oben gehen, und dann wieder 
beschleunigt fallen. Ein Punkt, der in z eine geradlinige gleichmäßige 
Bewegung hat, die nicht längs der xr- Achse geriiditet ist, wird sich in 
d längs dner Parabel bewegen. Alle diese Punkte bewegen sich im 
zweiten System in derselben Weise, wie wenn die Schweikraft auf 
dieselben wirkte. Ein Beobachter im System / wQide, &Us er nicht 
wflßte, daß sein System eine beschleunigte Bewegung hat, sagen, daß 
auf alle Punkte in seinem System eine konstante nach unten gerich- 
tete Kraft wirkt, eine Kraft, die er passend als Schwerkraft be- 
seichnen kann. 

Dui ch Überlegungen dieser Art, die er präzisiert hat, indem er 
aucii an die Stelle von i eine neue Zeit t' einführte, und die Beziehung 
zwisdien ir, i und »% f genau angab, ist Einstein^) auf ein neues 
Prinzip, das 2quM0^ntprineip, gekommen, das wie folgt formuliert 
werden kann: Die Änderung, welche der Übergang vom System b, t 



1) A. Einstein, Thai den Eiufluß der Schwerkraft auf die Äuflbreitung 
de» Lichtes, Ann. d. Phya. (4)35 (l'Jll :, S. 898; Lichtgeschwindigkeit und Statik 
des Gravitatioiiäteldes. Ann. d. Fhys. (4) 38 (li^l2), S. 366; Zur Theorie des 6ra> 
vitationtfeldes. Ann. d. FI17R. (4) 88 (ISIS), S. 44S. 

Weitere Literatur zur Einsteinschen Gravitatinnptheorie: A. Einstein 
und Groß mann, Entwurf einec Terallgemeinerteu Belativiläutheorie und 
eiiwr Theorie der Qxavitation. Z8. f. Math. Physik, 62 (1914), S. 8S5. Anoh 
Bflimcat heKauBgegeben : B. G. Teubner, Leipzig und Beiflin, 1913. A. EinHtein, 
Zum gegenwärtigen Stande dea Gravitationsproblems. Physik. ZS. 14 (1913), 
B. 1241»; 15 (1914), S. 108. G. Mie, Bemeikungen zu der Einsteinschen Gravi- 
tatiomthMTie, Physik. ZS. IS (1914), S. 115, 169. A. Einstein^ Fkinsipiellea 
zur vcrallgemdnerteii Belatinttttitlieoii« und OtantationtUieOEie. Ffayiik. ZS. 16 
(1914)« S. 170. 

8» 
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WBL cinABd System das sieh rektiv mm ersten UuigB der «-Aehse 

in bestimmter Weise bescUennigt bewegt^ in die Gleichungen hervor- 
bringt^ weUihB die EFseheinnngen beschreiben, ist die gleiche wie die^ 
welche von einem homogenen Gmvitationsfelde im System 0,tin jenen 
Oleichungeu hervorgohrfn-bt wird. 

Dieses involviert, daß alle Körper gleich schnell fallen. 

Das Einsteiiische Aquivalenzprinzip erhält einen heuristischen 
Wert, wenn man belmuptet. daß es für alle möglichen Erscheinungen 
gilt. Du Uli kann mau uamlich auä demselben schließen, daß in sehr 
yerschiedenen FUIm m Einflofi der Sehwerknft besteht, an den 
man sonst nicht so leieht gedacht hätte. ^) Wir werden dieses mit ein 
paar ein&chen Beispielen beleuchten. 

Im Gravitetionsfelde mit der Besohleunigimg g ist bekanntlich 

der Erümmungsradias der Balm eines materiellen Punktes an einer 
Stelle, wo die Bahn horizontal läuf^ 

CO) T 

Man kann dieses leicht aus dem Ä(|uivalenzprinzip schliefien; 
ist die Bahn im System z, t gerade, so hat sie im System z\ t' jene 

Krümmung. In ganz derselben Weise schließt man aber ans diesem 
Prinzip, «laß ein Lichtstrahl iin üravitationsfelde gekrümmt ist, und 
zwar ist der Krümmangsradius an einer Stelle, wo der Lichtstrahl 

horizontal iautt, 

Man kann nun aber den Lauf eines Lichtbflndels mitteb der be- 
kannten Hnygens sehen Konstruktion bestimmen, nnd man kommt da- 
bei nor dann anf eine Krümmung, wenn die Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit nicht an jeder Stelle glsich groß ist. Dieser Fall müßte also im 
Gravitetionsfeld verwirklicht sein. 

Es möge ein Strahl, der an der Stelle P, wo er horizontal läuft 
und, bei der Geschwindigkeit r, die oben angegebene Krümmimn- hat, 
zu einem unendlich dünnen Bündel gehören. Betrachten wir die Wellen- 
ebene dieses Bündels in P und die Lage, die diese Ebene um ein 
anendlich kleines Zeitinterrall di später einnimmt. Da die Wellenebene 
senkrecht zn den Lichtetrahlen steht, bilden die bdden Bbenen einen 
. Winkel 

ff c 

miteinander. Daraus folgt, nun, daß die zwischen den Ebenen liegenden 



1) Dabei wird das Äqnivalenzprinsip im amgekehrten Sinn, als wie et 
oben aaagedrSckt ist, rerwendet. 
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Teile zweier Lichtstrahlen, Ton denen der eine um einen Abstand dß 
über dem anderen li^^ um einen Belang 

^dädt 

c 

voneinander verschieden sind. Hieraus ergibt sich, daß die Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit nach üben hin größer wird, und zwar in dem 
Mnüe. daß der Unterschied fQr die zwei genannten Strahlen gegeben 
. wird durch 

(72) ? 

Das zweite Beispiel int folgendes. An zwei Stellen und P,, 
deren erste eine Strecke /♦ oberhalb der zweiten liegt, befinden sich 
eine homogenes Licht aiisstrahleude Lichtquelle L und ein Spek- 
troskop S. Befinden beide sich in einem System ohne Beschleunigung 
und ohne Schwerkralt, äo wird L mit einer bestimmten Frequenz 
Bohwingen and wird die Spektrallinie in S eine jener Freqaens ent- 
sprechende Lage haben. Um non zu eehliefien, was daran dnrdi die 
Schwerkraft geindert werden kann^ haben wir nnr zu nnierflachen^ 
welchen Einfluß eine gemeinschafiltche beschleunigfee Bewegung TOn 
Ii und S nach oben haben wird. 

Die Geschwindigkeit der Lichtquelle im Moment des Aussendens 
sei üj, die des Spektroskops im Moment der Beobachtung Vj. Letz- 
tere ist größer als erstere. Nach dem 1) opplerscbeu Prinzip wird 
dann die Linie im Spektroskop der Frequenz 

(^8) + 
entsprechen. 

Falls man zur Bereobnung des kleinen Bruehteils die Ge- 
sehwindigkeit des Lichtes konstant = e ansetz<^ so findet man 

(74) v,-v,~^h, 
80 daß 

wird. 

Hieraus fo]o-f . daß man im GravitationsieUl , wenn maTi nn piner 
bestimmten Öteüe beobachtet, den Teilchen in der Lichtquelle eme um 
80 größere Frequenz zuschreiben wird, au je höherer Stelle sich die 
Lichtquelle befindet. 

Wir haben hier aus dem Äquivalenzprinzip zwei Folgerungen ab- 
geleitet, die eine experimentelle Prüfung zulassen. Dabei ist es vorteil- 
haft, sich ein so intensives UraTitationsfeld wie das der Sonne zunutze 
zu machen. 

Entsprechend der ertöten Folgerung wird die Fortpilauzungsge- 
sehwindi^Eeit um so Ueiner sdn, je' mehr man sich d er Same nfihert 
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und werden die von einem Sfcerne kommenden Licktstrahlen, wenn 
diese uahe an der Sonne vorüberstreichen, eine Abweichung erleiden, 
dmwi Bichtang maa leicht angebai kann. Ffir die 6r5ße denelben 
findet man 0J^'\ Die Astronomen werden dideee gewiß gel^ntlich 
der Mfiing nnteniefaen. 

Entepreehend der zweiten Folgerung wird ein Natrinrnteilchen, 
das fibrigens unter gleichen Umständeu schwingt^ faUs dessen Licht 
an einer bestimmten Rtpllp nntorsucht wird, langsamer zu schwingea 
scheinen, wenn es sich aui der Sonne befindet, wie wenn es auf der 
Erde ist. Die entsprechende Verschiobinitr der Spektrallinie nach rot 
hin würde etwa des Abatandes Zivsischen 1)^ und I)^ beti'ageu. In- 
wieweit die vorliegenden Beobachtungen fOr oder gegen diese Folge- 
rung sprechen, wage ich nieht su entscheiden.^) 

Da, wie wir schon sagton, das oben Angeführte nur annähernd 
gilt, so werden wir noch etwas genauer dartun, wie wir das System 
0', t' sich relativ zu ß, f bewegen lassen müssen, damit die liegein 
für die Lichtfortptianzung in e', t' ziemlich einfach werden. Stellt 
man die Bedingung, dafi in diesem System die Forl^fianzungsgesehwin^ 
digkeit nur eine Funktion von 8* sein soll, d. h^ daß sie an einer be- 
stimmten Stelle unabhängig sein soll Ton i' nnd Yon der Bichtong des 
Lichtstrahls, so ist die Form der Transfonnationsformeln ganz be- 
stimmt') Man kann dann schreiben 

(76) g - «(/ - g^, ei - b(g'- 
wo 

(77) a==i(e*''-fe-*-'), ä = K«*''- 

während eine Konstante ist. Man könnte ebenso ;? — Sq, f — ^o, 
t' — statt e, t und t' einfübren, dieses kann aber durch geeignete 
Wahl des Punktes, von wo ab man z, und der Momente, von wo ab 
man t und t' zählt, umgangen werden. Der Grund, uesiiaib auf- 
genommen worden ist, wird sich gleich ergeben. 

Aus (77) folgt, da0 a und h durch die Besiehung 

(78j a»-6»-l 
miteinander Terknfipft sind. 

Aus (70) und (78) findet man ftir die Bewegung, im System g, i, 
eünee Punktes mit konstantem g' die Beziehungen 

(79) ;H-c*^*-(/-i?t;)» g^y(e'-g;y^ii?, 

(80) ^A^, 



1) Siehe E. Freundlich, Über die Venchiebiuig der Sonneidiidea naoik 
dem roten Ende auf Grand der Hypothesen von Binstein und NoxdstrOm, 
PhjB. Zeitschr. 16 (1911), S. 3G9. 

2) Siehe den Nachtrag unter ö und Tgl. F. Ehrenfest: On Einsteins 
flieoiy of the itatioiiary gravitation field, Fkomediugi Akftd. AmitOfdain Ift 
(msX 8. 1187. 
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Dies ist nicht eine gleiclimäßii!; beschleunigte Bowegnng. Die 
Voraussetzung einer gleichmäßig beschleunigten Bewegung würde 
übrigens anch diese Schwierigkeit niitbringeu, daß schließlich die Ge- 
schwindigkeit c überschritten würde. Bei der Bewegunjr nach (76) 
und (77) wird, wie sich aus (80) ergibt, die Geschwindigkeit c erst 
uMh nnendUeher Zeit erreidit werden. 

Für die Beeehlennigung im Moment < 0, welche wir g nennen 
werden, hat man 

80 daß 



(82) B'-,',^^- 

Die Größe g stellt die Beschleunigung vor, die das System e' in 
»f t nach oben hat, und damit hängt nun nach dem Äquivalenzprinzip 

die von der Schwerkraft herrührende, nach unten gerichtete Beschleu- 
nigung zusammen. Wie man sieht, hat g nicht in allpii TTöl en den- 
selben Wert, man kann aber leicht ^igenj daß die Änderungen von g 
der Beobachtung entgehen müssen. 

Wählt man nun den Ursprung von s' in einem Punkte nahe der 
Erdoheifladie, wo g einen beftimmten Wert g^ hai^ so folgt aus (82) 

H&tfeen wir die Eonatante ^ vermüden wollen, ao hätten wir den 

Ursprung um die sehr große Strecke - unterhalb der Erdoberfläche 

wählen müssen. Dieses ist der Grund, weshalb wir in die Formeln 
aui'genommen haben. 

Wir werden jetzt die Gtesehwindigkeit des Lichtes nSher betraohten. 
Ana (76) nnd (77) folgt 

(83) d» - adß' + Udt% edi - ae*df + hde, 
fiiUa 

.(84) c'-Ä(''-'i) 

ist Diese Diffarentialformeln sehen genau so ans wie die^ wdohe aus 
den Mheren Formeln (8) folgen, nur ist in einigen Gliedem an die 
Stelle Ton e getreten. 

Ans (88) Isitet man lei<dit die reziproken Beziehungen 

(85) dM^'-adä-^bedt, e'df'^ aeät--hdä, 

ab, welche^ abgesehen daTon, daß in einem Gliede e' an die Steile Ton 
e getreten vsk, mit (11) übereinstimmen. 
Aua (83) folgt weiter 

(S6\ " c'rfO, 

^ ' [dz-cdt^ia-bXdz'-c'dt'), 
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BO daß man, mit Rücksicht auf (78) und auf x, y'= y, findet I 

(87) dx^+dy^+de^-cW-- dx'* -j- dy'^ -\- dz'* - c'^d^. I 

Diese Gleichung führt zum Sehlufi, daß c' die Lichtgemhwindig- 
keit im System z', f' vorstellt. 
Aus (84) und (81) folgt noch 

(88) de'^ j/^ .d0^^-JdM% 
welche Beziehung befriedigend mit (72) abereiuetinunt. 

Zum Schluß noch etwas über die Frage, ob die Energie Gewicht 
hat Das Äquivalenzprinzip inTolTieit eine bejahende Antwort auf 
dieaa Frage. Dasselbe foidort nSmlich, daß alle Efitper gleich schnell 
fallen, daß es z. B. keinen Untarscliied macht, ob ein Hohlraum inner- 
halb des fallenden Körpers mit schwarzer Strahlung einer niedrigen 
oder einer hohen Temperatur gefüllt ist. Also ii^t allgemeiTi das Ge- 
wiolit proportional der Masse. Wie wir gesehen haben, ist aber die 
Masse irgendeines System?? um so größer, je mehr Energie es enthält. 
Das naraliche muß nun vom Gewicht gelten, und in diesem binne • 
können wir sagen, daß die Energie Gewicht habe. 

Die Möglichkeit davon ergibt aicb übrigens ans ein pasjr einfiKihea 
Beispielen. 

Wir denken uns ein Gefäß, in dem sich ein Gas befindei Witd 
dieses Gas mehr wiegen können, je höher die Temperatur ist? Ja. | 
Die Änderung, welche das Newtonsche Gesetz nach dem Relativitäts- 

prinzip erleiden muß, würde ja zur Folge haben können*), daß ein be- 
wegtes Molekül intensiTer wie ein ruhendes Molekül von der Erde an- 
gezogen wird. 

Daß auch die Anwesenheit schwarzer Strakluug in einem Hohl- 
raum innerhalb eines Körpers das Gewicht desselben yergrößem kann, 
sieht man leicht ein, wenn man bedenkt, daß nach dem oben Gesagten 
ein Lichtstrahl unter dem Einfluß der Schwerkraft gekrttmmt wird. 
Man denke nur an den Fall, daß ein Sixahlenblindel wie ein Bogen 
niit den Enden auf der Wand des Hohlraumes ruht. Man versteht,» 
daß dann der an den Enden ausgeübte Lichtdruck zu einor nach unten 
gerichteten Kraft Anlaß geben kann. 

Etwas jjaradox dem gegenüber steht, daß ein Lichtstrahl, der sich 
in der Richtung nach oben hin fortpflanzt, nach (84) an Goschwin- ' 
digkeit zunimmt Eine nähere Rechnung lehrt aber, daß die Bewe- 
gungägröße eines derartigen begrenzten Lichtbündels beim Hinauf- 
steigen abnimmt. Es ist also geradeso, als ob eine nach unten gerichtete 
Enft auf das Lichtbündel wirkt, so daß man auch entsprechend dieser 
Tatsache sagen kann, daß die Strahlung Gewicht hal 
— — . I 

1) Dieses würde aber uicht dei Fall aeiu, weuu das AuziehoDgegeBetz die 
in (46) und (4S) ansgedrGokte Form hat I 
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Eine experimentelle Prüfung des Schlusses, daß die Energie Ge- 
wicht hat, würde nach J. J. Thomson in folgender Weise möglich, 
sein. Radioaktive Substanzen schicken fortwälirend außer Teilchen var« 
Bchiedener Art auch Energie in Form von Strahlung (y-Strahlen, 
Wärmestrahleu) aus, aus welcher Tatsache man schließen kann, daß 
eine solche Substanz, solange sie noch nicht zu nahe au ihren End- 
snBtaad gekommen ist^ eine große Qoaatiiät innere JGineigie enfhfflt, 
der eine bestuimite Maaee enteinridii Wird niui diese Enerjgie in 
gLeiohem Maße zam Gewieht beitragen? 

Nimmt man an, daß die in Frag- stehende Energie wohl "Mann, 
aber kein Gewicht hat, so wfirde ein Pendel^ dessen Linse einen radio- 
aktiven Stoff enthält oder trägt, langsamer schwingen müssen als ein 
sonst gleiches Pendel . bei dem der radioaktive Stoff durch einen nicht 
radioaktiven ersetzt ist. Vor einiger Zeit ist dies von Southerns*) im 
Laboratorium J. J. Thomsons untersucht worden. Er kam zu dem 
Schluß, daß das Verhältnis zwischen Masse und Gewicht bei Uranoxyd 
und bei Bleioxyd nicbt mehr als haehstens Vsooooo verschieden ist 
Wenn man annimmt, daß die Energie kein Gewicht hat, so würde 
dieser Unterschied nach der SchStzong Southerns Vmmo l^etragen 
müssen, so daß diese Versuche tatsachlich da^ sprechen, ancb der 
Energie Gewicht suasuschreiben. 

Man kann schließliih fragen: Würde auch die Kraft, mit der ein . 
Körper andere Körper anzieht, bei Vergrößerung seines Energieinhaits, 
größer werdenV In der Gravitationstheorie wird angenommen, daß 
die von einem Körper ausgehende Gravitation seiner (tragen) Masse 
proportional int. Diesen Satz kann man aus der Gleichheit von Wirkung 
nnd Gegenwirkung ableiten^ wenn man von der Phyportionalitöt der 
anf einen Edrper wirk«adai GhraTitation mit jener Masse') ausgeht; er 
fo^ bis zu, einem gewissen Grade auch aus der Übereinstimmung der 
Werte, die man fSr die GxaTitationskonstante erhalten hat, indem 



1) L.8oxitherni, Determination of th» ntio of nuw» toweightfora radio- 
active sübötance. Proc. Royal Society, London, A 84 (1910), S. 326. 

2) Dieses Letztere, daß also die „schwere Masse" gleich der „trägen Masse" 
i«t, folgt mit großer Genauigkeit aus Experimenten von R. BOtvOs, Mathem. o. 
natarwiMOMoh. Ber. aus Ungarn 8 (1890), S. 65. Falls jene beiden Größen 
unRleich wHien, so -würde im allgemeinen ein heterogenes starres System auf 
der Erdobextiüche unter dem Eiuüuß der Gravitation und der Erdrotation»- 
beeohleunigung rin Drehmoment erleiden. Aue der Tatsache, daß bei den be- 
treffenden Experimenten ein derartiges DrehmoBMUt Budlt festgestellt wurde, 
konnte Eötvös mit einem Genauigkeitsgrade von Vjooooooo Gleichheit 
der obengenannten Größen schließen. Neuexe susammeu mit D. Fekäz und 
B. Fekete angeetelUe Yereaehe (Über geodfttiiche Jkrbeiten in Ungsni, beeon- 
dcrs über Beobttohtimgen mit der Dreh wage, Kap. YI, in den Abhandlungen 
der XYI. allgemeinen Konferenz der intcrnutionalon firdmeening« 1909) ergaben 
dMselbe mit einem Genauigkeitsgrade von 
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mau den CaveiidishBcken Versuch mit verschiedenen Substanzen 
(Blei und Quecksilber) anstellte. Freilich wird man mit der Anwen- 
dung der genaxinten Proportionalitlt «nf die inßexst Hoinoi MMsok- 
Sndemngen, Ton denen oben die Rede war, Tonücktig sein müMen. 
Sieht man in jener Verallgemeinerung keine Sohwierigkeii, so kann 
man sich vorstellen, daB auch Ton der Energie eine anziehende Wirkimg 
ausgeht, derzufolge zwei sich nebeneinander fortpflanzende Licht- 
büTidol. sei es auch nnr unmerklich wenig, nach einander zu gekrfimmt 
werden. 

Die \Vt:jU re Untersuclnmff wird über den Wert dieser Ideen ent- 
scheiden müssen. Wie die Entscheidung aber auch ausfallen sollte, 
man mnfi Bewunderung hegen ftir den Schar&inn, mit dem Einstein 
alle diese Mdgliohkeiten ausgedacht hat 



Kaohtng. 

1. Elektromagnetische Beweguugsgröße eines mit gleichmäßiger 
Geschwind^keit bewegten Elektrons. 

Wir denken uns erst ein kugelf5rmiges Elektron mit dem Halb* 
messer B und mit dneor gldohnälSig über die Oberflaehe yerteilteiL 

Ladung 6; der Mittelpunkt des Elektrons befindet sich im Ursprung O 
des Koordinatensystems von Ä, für den das £!lektron ruht. 

Außerhall) des Elektrons besteht dann eine elektrische Kraft, die 
die Richtung der Verlängerung des von 0 aus gezogenen Radiusvektors 

und die Große hat (man bedenke, daß unsere Einheit für die 

Elektrint&tsmenge im Verb&ltnis Y^se kleiner* ist als die gewöhnliche 
elektrostatisdie Einheit) 

Die Komponenten der elektrischen Kraft sind^) 

Weiter ist 
{^) h - 0. 

Innerhalb des Elektrons ist flberaU 

(3) d-0. h = 0. 

Wir betrachten je^7* den folgenden Fall. Aus dem Relat: vitnt*^- 
prinzip folgt, daß mit demselben Elektron der Beobachter .B, der sich 
mit seinem Koordinatensystem relativ zu Ä mit einer Geschwindigkeit 

(4) 



1) Die Nummern der in diesem Nadhkage gegebenen Formehi nnd in 
scbdlgei Sohiift gedrockt. 
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längs der jer-Achse bewegt, feststellen kann, daß das Elektron för ihn 
ruht und kugelförmig ist, eine gleichmäßi^re Obcrflächenladung, im 
Gesamtbeträge e, besitzt und seinen Mittelpunkt in 0' hat. 

Nach dem Kelativitätsprinzip ist dann weiter für ihn außerhalb 
des Elektrons 



(5) {"•"4«r'*r'* ^^ücr^V* "'"4*r'"r'' 

h' = 0, 

und innerhalb des Elektrons 

(6) d'-O, h'-O. 

Wie xeigt sich dies alles hud dem Beobachter Fllr ihn bew^ 
sich das Elektsron mit der Geschwindigkeit v längs der jff-Achse. Weiter 
ist für ihn, entsprechend den ans (28) nnd (29) folgenden Besiehnngen 

iß) h.-«h;-fed;, hy = ah; + &d;, h./-Ji;, 

«nßerhalb des Elektrons 

und innerhalb des Elektrons 
{11) d = 0, 

Die Komponenten der eLektromagnetisohen Bewegangsgröße in 

der Yolnmeinheit werden nun fUr ein Volnmelement anßerhalb des 
Elektrons nach (3S), vgl. auch (32), gegeben dorch^) 

U 6 c* x' e' 

6 c' y'«' 



C ^ 

c le^^r'* r'' ' 

U a6 _£* x'* -\- y'* 



Innerhalli des Elektrons ist G = 0. 

Die Komponenten der j^esamten Bewegungsgröße werden jetzt 
gefunden, indem man G,, 6^, mit dS multipliziert, wenn dS ein 
Volnmelement im System Ton Ä YOistelli^ nnd dann nadi x, y und m 
flbw den gsaimn Banm außerhalb des (eUipsoidischen) Mektrons inte- 



1) ffier wird voratngeaetst, daß dieie im Felde existierande elektio- 

magnetieche Bewegtmgsgröße die einzige Bewegnngsgröße ist. Für die Enereie 
eines Elektrons gilt fitwas Derartigps niclit, weil ein Töü der Energie den von 
Poincare vurauagesetsten Spannungen eutfipricht. 
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griert, wobei man beachten muß, daß x' = x, \j' ^ y, s' n ^ und 
r'* = ic'' + ' + ist. Die Integration wird etwas einfaciier, wenn 
man den Wert d8 einführt, den B dem Volumelement dS zusciireibt: 



{13) dS - ^d8\ 



Wir können dann iiack x', y\ z' über den Kaum außerhalb des 
Elektrons integrieren, wobei wir berücksichtigen, daß dieses im 
System x', y', $' eine Kugel mit dem Radius Ji und mit dem Mittel- 
|)uiikt im Ursprung ist. 

Aus dem Umstände, daB in den enton nnd zweiten Ausdrfloiken 
▼on {lä) nur ungerade Potenzen Ton »' TOrkommen, ergibt 

rieh unmitteLbar, daß die lutegratioii Ton 6, und von 6^ 0 liefert» so 
daß die resultierende Bewegungagröße längs der ;er- Achse gerichtet ist. 
Die Integration Ton G, ist weiter leicht auszuf&hren. Man beachte 
/ B . daß, iallB /'(r') eine beliebige Funktion ron t' ist, die drei 
Integrale 

fx''f{r')dS', fy''tV)d^\ ß''fKr')dß' 

einander gleich sind, und daß jedes derselben also gleich einem Drittel 
der Samme sein mu£. Weiter ist 



Wendet man diese Beziehung auf den letzten der Ausdrücke {12) 
an, so bekommt man den durch (B4) und (35) bestimmten Wert, 

2. Transformationsformeln für die Bewegungsgröße und fllr die 
Eraftkompouenten. Energie eines materiellen Punktes. 

Im System y, e, t werden die Komponenten der Bewegungs- 
größe eines materiellen Punktes bestimmt durch 

^ "--yrrf '''y:z^' '-y^i: 

und die Kraftkomponenten durch 

W dt > dt ' dt 

Man Qberzeagt sich leicht davon, daß 

m v,F. + Y,F, + v.F, » ^; 

ist, falU man 



setzt. Es liegt rmn auf der Hand, das erste ^TÜed von (i^) als die io 
der Zeiteinlieit von der Kraft F geleistete Arbeit aufzufassen und « 
als die Energie des materiellen Punktes. Die Gleichung {IG) drückt 
dann das Energiegesetz aus. Natürlich kann man za dem fiXr £ ange- 
gebenen Wert eme beliebige Konstante addieren. 

Im System x% y% n% i* gelten Formeln^ welche die gleidie Gestalt 
wie die obenstehende haben; nur müssen allö Größen mit Ananahme 
Ton c und m mit einem Strich versehen werden. Wir machen dabei 
auch für m eine Ausnahme, weil wir uns vorstellen, daß bei der Be- 
schreibung in X y y'y e', t' der Größe m derselbe Wert zugeschrieben 
wird wie bei der Beschreibung in x, y, Zy t 

Was nun die Transloi luationsformeln betrifft^ erinnern wir eröieua 
daran, daß zwischen den gleichzeitigen Änderungen von z, t und 
▼on x', y', z'j f die folgenden BeKiehnngen bestehen: 

dx' — dXf dy' = dyf de' ade — hcdt, 
^^^^ \dt' ^adi-\dM~{a-^^/)di^mdiy 

aus denen die früher angegebenen Transformationsformeln für die 
Geschwindigkeitskomponenten folgen. Aas diesen kann mgni weiter 
die Beziehung 

ableiten. Beachtet man diese Beziehung sowie die Gleichungen (14) 
und die entsprechenden für G«, G^, G«, so findet man leicht aus den 
Tnosformationsiormeln für die Geschwindigkeiten 

Dieses gibt, falls man mit der Bezeichnung d die Zuwachse wäh- 
rend des Zeitintervalls dt vorotellt, 

ti G. = a tiG. - -^^ <l« — a<;6« — 4r (v^F, -f v«F. + v,F,)rf/. 
c c 

■ 

Um die Transformationsformeln für die Kroftkomponenten-su ea> 
halten, haben wir nur diese Gleiehnng durch die letzte der Gleichungsn 
.(17) zu dividieren. Bieses gibt 



F'— — F F' — — F 

^' - -5 - (v«F« + v,F, -t- v,F,). 



Es sei bemerkt, dafi auch alle Beziehnngen gelten, die man ans 
den obcDstehenden Formeln erbSU^ ftUs man die Grdßen obne Strick 
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mit den entsprechenden Großen mit Strich Tflitanschl^ und nmgekelirt, 
und dabei zugleicli h mit — b. Dabei ist 

G> " Ä H — • 

' C to 

3. Anwendung des Relativitatsprinzips auf zwei einander anzie- 
hende materielle Punlcte. 

Falls die VVi'kiiritr des zweiteu Punktes auf den eri^ffn durch das 
in (45) und (46 j gej^ebene Gesetz bestimmt wird, so sind die Kom- 
ponenten der auf 1 wirkenden Kraft, wenn 2 äich in dem Koordinaten- 
uTspnmg befindet, und y, e die Koordinaten yon 1 sind, 



+ e«Vlr-ßV,., USW. 



Wir werden nun zeigen, daß, fiüls diese Beziehungen gelt^ im 
System x, ff, 0, t, aus ihnen Gleiehungan derselben Gestalt in dem 
durch (6) bestimmten System x\ y\ ß% i' abgeleitet werden können, 
wenn man nimUeh dabei Glieder, welche mit Bezug auf die Geschwin- 
digkeiten von höherer als der zweiten Größenordnung sind, vernach- 
lässigt, und ebenso Glieder, in denen die zweiten Potenzen oder Pro- 
dukte von Geschwindigkeiten mit Beschleunigungen oder höheren 
Differentialquotienten nach der Zeit multipliziert sind. 

Wir köüuen sogar zeigen, liaij die Formeln {19) ,pnvariant" sind 
nicht nur bei der durch (6) bestimmten Transformation, sondern auch 
bei einer mehr all^meinen, welche wir die ,,allgem«ne BelativitiitB- 
trsasformation" nennen weirden. Der Transformation (6) gehen wir 
den Namen „spezielle Relativitütstransformation''. 

Schreib«! wir einfachheitshalber statt X^y, 0, cti iCj, x^, X^f 
und ebenso statt x', y', z\ et'-. x[, x'^, x^^ x^, SO ^Hrd die allgemeine 
ßelatiTitätstranBformatioa bestimmt durch 

— «,ia?i -I- OfgXf + a^Xg -h «m^a» 

X'^ — «Jl^ + %J^S + «8S% + 

WO die konstanten Koeffizienten solche Werte haben, daß identisch 

x[' + xi' + x;' - = .r« + ^1 + xl-xl 

ist, und daß die Detenuinante der Koeffizienten den Wert + 1 hat 

Außerdem sei positiv. 

Man sieht leicht ein, daß die Transformation (6) als spezieller 
Fall in (20) enthalten ist, und daß das nämliche gilt für Transforma- 
tionen, die sich auf die x- oder die y-Achse in derselben Weise be- 
ziehen wie (6) auf die jer- Achse. Bei all jenen speziellen EelatiTitBte- 
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transformationen bleibeD zwei Koordinaten unverändert. Weiter fallen 
unter (20) auch beliebige Drehungen der KoordinAtenaoliBeiii bei wal- 
ek&a die Zeit unverändert gelassen wird. 

Die (aUgemeinen) Relativitätstransformationen haben die folgenden 

Eigenschaften, die jeder Mathematiker leicht prüfen kann: 

a. Das Umgekehrte einer KelatiYitÄtstraiistbrmatioii ist wieder 
eine RelatiTitätstran«'foriiiation. 

b. Zwei aufeinanderfoltrende Relativitiltstransfonnationen A und 
B sind einer einzigen lielaiiviiaistrauBformatioii Sqoivalent, deren 
Koeffizienten aus denen ron A und B abgeleitet werden können (Zu- 
fiammens^Bai von Transfoniiaik neu). 

c Eine BeUtiriifttstnuisformation kann zerlegt werden in Dre- 
irangen und eine speeielle BebtiTitiitBtnnsfonnatlon, 

d. Eine gegebene RelatiTitötsfoaniformation A kann zerlegt weiden 
.in eine beliebig zu wählende Kelativitätstransformation S und eine 
zweite RelativitätstraTisformation G, deren Koeffizienten ans denen 
Ton A und B abgeleitet werden können. 

e. Eine gegebene Relativitätstransformation kann zerlegt werden 
in Drehungen, eine beliebig' zu wählende spezielle Relativitätstrane- 
formation I und eine zweite spezielle Kelativitütbtranöiormatiun II. 

Es ist der letzte Satz, den wir beim Beweis der Invarianz der 
Formeia {liJ) anwenden werden. Es ist nämlich zunächst klar, daß 
diese Gleichungen Drehungen gegentlber invariant sind; diesee geht 
sogleich ans dem Umstände hervor, daß in dem dureh die Formeln 
(45) und (46) gegebenen Anadmck ftr da« Wirkangsgeaetz gar nicht 
von Koordinätenaeh.sen die Rede ist. Weiter können wir die Trans^ 
formatiooen I und II in einer bestimmte Weise wählen. FaUs näm- 
lich durch die Transformation A, fiir die wir den Beweis liefern wollen, 
die Geschwindigkeit des Punktes 2 von Vg in übergeht, so wählen 
wir I in solcher Weise, daß die Geschwindigkeit von Vj in 0 fibergeht. 
Die Transformation II soll dann so sein, daß sie die Geschwindigkeit 
des Punktes 2 von. Ü in ändert. 

Wir brauchen nun die angedeutete Invarianz nur für die Trans- 
formationen I und II zu beweisen. Wir kdnneai uns sogar auf II bo- 
sohränken, weil die Transformation I das ümgekehrte einer Transfor- 
mation döselben Art wie II ist. Demzufolge liefert der Beweis fttr I 
keine Schwierigkeit falls derselbe fOr II geliefert ist. 

Wir führen den Beweis unter der Annahme, daß Uder Übergang 
von x\ y', /, t' zu .r, y, 2, t nach den L'ormeln (6) ist. 

Es möge der Beobachter A die Punkte 1 und 2 zur Zeit f 0 be- 
trachten. Der Punkt 2 sei dann im Ursprung des Koordinatensystems 
von A, und habe die Geschwindigkeit Vj in der Richtung der Achse. 
Der Punkt 1 habe die Koordinaten a*, b nnd liesre in einem Abstand 
r von 2, Wählt man nun die Konstanten a und h so, daß die Ge- 
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schwindigkeifc Toa B im System x, Sj t gerade die soeben genamite 
Vi ist, also 

80 befindet sich für B der Punkt 2 zur Zeit ^' — 0 im Koordinateu-> 
nrspnmg mit der . Gesohwindigkeit 0, iriüirend 1 zur Zeit 
die Koordinaten 

hat. Wirkt nnn fHi B m diesem Moment anf 1 eine Kraft mit den 
Komponenten F^, Fy, F^, so werden fttr A die Komponenten der 'mt 
Zeit / — 0 anf 1 wiikeaiden Ksaft nach {18) beetimmt werden dnieh 

m f.-<»f;, f,-«>f„ f.-;f;+^(v,.f:+v.,f,+v..f,).. 

WO wir in der B^lammer F., F,, F, dnrsh F^, F,, F^ ersetzt haben. 

Dieses ist erlaubt, weil diese Komponenten mit ^ V^^, ^ v, „, ^V,, 

multipliziert werdeu, welclie in bezug auf die Get»cliwiudigkeiieu von 
dex zweiten Ghrößenordnuiig sind. Man kann also in der Klammer gans 
absehen von den Geschwindigkeiten, insoweit diese in den Kraftkom- 
ponenten TOrkommen; dann fkUsn aber^ wie sich ans (18) ergibt, F^^^ 
Fy, F^ mit F^, Fy, F^ sosammen. 
Weiter ist 

o -* a . 

c 

Wir setzen jetst voraos» daß fOr das in (19) gegebene QesetE 
gilt. Will er die surZeit f ~ ^ wirkende Kraft angeben, so 

muß er darauf aditen, wo sidi der Punkt d znr Zmt befindet, weil 

im Gesetz von glevl) zeitige» Lagen die Bede ist. Zur Zeit t' be- 
findet 2 sieh im Koordinatenuxa^rung, aber B darf sagen, daß dieser 

Ptokt snr Zeit i^ — ^g auch da isi^ weil die Geschwindigkeit des 

Punktes 0 ist, und also die Ortsrerändmrung rom einen sum anderen 
der genannten Zeitmomente dureh die Beschleunigung und die h5he- 

ren Differentialquotienten der Geschwindigkeiten nach der Zeit be- 
stimmt werden, wobei diese Größen mit der zweiten bzw. den höheren 

Potenzen Ton multipliziert werden. 

Aus den Formdn (1$) ergibt sich also, weil » 0 ist, 

wo / den Abstand des Punktes (x', y, z') ron 0 Tcrstellt und JBC den 
Wert, welchen die Funktion JB annimmt, felis man darin r' an die 
Stelle Yon r setzt. 
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Wir substituieren nun diese Werte in (J21) und beachten dabei 
den Grad der AoBäheraiig, auf den wür ans besoluinken wollen. £9 
iat also 

a?'-a?, y'-y, ä' - (l + ^'i) # , 

r' r ' r' ~ 2cV r ' r' \^ 2 c* jr' 

und sciiiiüßlich, falls mau 

* + ^ ( i^JÄ + iv;, (r ^ - ü) - ¥..t.,JS) - 8 

Bcfareibt^ 

F.^-r^' ^ I-Sf, F. ^Ä+Av,^B.,. 

Dieses Btimmt mit {X9) ttberain, weil ^ = 0, v,y =«= 0, v,, » irt. 

4. Vergleichiing von zwei Uhren, deren eine im System ar, y, 
z , t ruht, während die andere über eine gewisse btrecke hin und zu- 
rückgeht. 

Um jedeu Zweifel fortzunehmen, wird es gut sein, dieäe» Problem 
der zwei Uhren noch etwas naher zu betrachten. Dabei beschreiben 
wir die Erseheinang in der Weise^ wie es der Beobachter A ton würde. 

Die Uhr K' bewegt sich im System s, i erst in der Richtung der 

positiven 0-Achse und nachher in entgegengesetzter Richtung, während 
die Uhr K im Punkt 0 {z — O) bleibt Der Abstand, über den K' sich 
bewegt, wird von A auf einem Maßstab abgelesen, der für ihn ruht. 
Die Zeit t wird angezeigt von der Uhr K und, wie wir uns vorstellen 
k?5niien, außerdem von einer Zahl anderer Ubron („J -Uhren'*)i die alle 
im System z, i ruhen uud in verschiedenen Puukteu der ^f- Achse auf- 
gestellt sind. A hat diese Uhren so reguliert, daß sie die gleiche Zeit 
wie K zeigen. Zu diesem Zwecke hat er, in 0 stehend, jedesmal die 
Uhr JT nnd eine jen^ anderen zn gleicher Zeit abgelesen, nnd dabei 
dem Umstände Rechnung getragen, daß das Licht eine gewisse Zeit 
braucht, lun Ton jener anderen Uhr nach 0 hin zu gelangen. DaB 
ein bewegter Körper, die Uhr K' oder der Beobachter By einen ge- 
wissen Punkt der Achse zur Zeit t erreicht, bedeutet, daß, wenn er 
an jener Stelle isi^ die in jenem Punkte au%8geBteilte ^-Dhr die Zeit 
i anzeigt. 

Lorents, BaUtiTltttUpiiiuip 4 
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Es sei nun v die absolute Größe der Ueschwindigkeit und T das 
(von den /i-Ulireii angezeigte) Zeitintervall, das auf die Hinreise und 
ebenso aui die Rücitreise verwendet wird, dann wird die Lage von 
K' Ton 0 bis ^ — 7 bestimmt durch 

(22) z ^vt 

und von bis ^-27 durch 

In jedem Moment besteht zwischen der Angabe t' der Uhr K' 
und der Angabe i der ^-Uhr, bei der die Uhr K' sieh gerade befindet, 
die Besiehiing 

■wir wissen nämlich aus der ersten Vorlesung, daß die Uhr E' in dem 
hier angegehentn Maße langsamer läuft wie die ^- Uhren. Voraus- 
gesetzt ist, daß in! Moment der Abreise die Uhr K' auf Null steht 
Im Moment der Umkebr ist 

und am £!nde des YotnebB 

während dann die Uhr K die Zeit i^2T anzeigt 

Dttr Beobachter B sieht also wirUieh^ daß schliefilich- seine IThr 
bei K naohgeblieben isi^ and wir müssen jeist auf Uaren, wie er nichte- 
destoweniger sowohl während der Hinreise wie während der Rück- 
reise sehen kann, daß K langsamer läuft als seine eigene Uhr, wie 
■ das vom Relativitätsprinzip gefordert wird. 

Wir werden uns vorstellen, daß B fortwährend mit einem Iutu- 
rohr die Uhr K betrachtet und ihre Angaben mit denen von K' ver- 
gleicht. Will er aus diesen Beobachtungen ableiten, welche Zeiger- 
stellungen der zwei Uhren ^gleichzeitig" vorkommen, so muß er das 
ZeitintenraU in Beohnnng ziehen, welches das Licht brancfat, um yon 
JT zn ihm zu kommen. Dieses kann er in Tersohiedenen Weisen maehem, 
und es ist möglich, daß für Momente nahe dem Umkehrpunkt Ter- 
sehiedene Mellioden nicht zu demsell^en Ergebnis führen. Wir setzen 
voraus, daß er sich einer Methode bedient^ die den Vorteil bietet, daß 
kein Maßstab notig ist, und die ihm, wenn er sich seiner eigenen Be- 
wegung unbewußt ist, einwandsfrei vorkommen muß. Sie besteht 
darin, daß er die Uhr A' jedesmal nur eineu Moment beleuchtet, und 
zwar mit einem momentanen Lichtbündel, das er selbst aussendet 

Er liest nun auf seiner Uhr K' ah: den Zeitmoment t'^, in dem 
er das Lieht ftussendet, und den Zeitmoment in dem er das ZüTer- 
blatt Ton JTbelenditet sieht} zn gjleidier Zeit mit letzterem beobachtet 
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et die Angabe r von K. Weil er, seiner eigenen Bewegung unbewußt, 

annimmt, daß das Licht sich mit gleicher Geschwindigkeit Ton ihm 
ab wie auf ihn zu fortpflanzt und ulso auf die Fortpflanzung nach K 
hin gleicliviel Zeit verwendet wie auf den Rückweg, so schließt er, daÜ 
die Uhr K den abgelesenen Stand t hat in dem Moment, in welchem 
die Uhr K' 

anzeigt. Statt letzteren Wert kaiw ni i i auch schreiben 

falls und die Zeiten sind, die B in den soeben angegebenen Mo- 
menten allliest auf der -4-Uhr, die er dann gerade neben sich sieht. 

Die Beziehung zwischen den Zeiten t^, t,, t und also zwischen t' 
und t kann mau uuu leicht finden^ wenn mau sich auf den Standpunkt 
Ton A stellt; man lut dann. einfM^h „Begegnungs " nnd „Übarliobiligl- 
probleme^' za lösen. Dabei hat man dm Perioden zu mitersdieiden. 
In der ersten länft die ganze Beobaehtnng ab, beror B umkelirty in 
der dritten fällt sie ganz naeb der Umkebr, wahrend in der zweiten 
Periode das Licht Ton JS ausgesaudt wird vor, und von ihm wieder 
empfangen wird nach seiner Umkehr. Die Grenze zwischen der ersten 
und der zweiten Periode wird bestimmt durch «-» jene zwifiohen 
der zweiten nnd der dritten durch ^ T, 

Für den Hingang des Lichtes Ton jÖ nach K gilt für jede Periode 
die Gleichung 

und ebenso für den Bückgang 

e(if- 1) - ir«, 

indem man für z,^ und z^^ je nach den Umstftnden die Fonnel 
oder {23) verwenden muß. 

Führt man die Berechnung aus, so findet man nun folgendes: 

Erste JPeriode: 

gültig Ton 
bis 



«'-0, t-0 

C - - V 

c-\- V 



ZweÜB Pmode: 



gültig von (^) bis 



■ 4 
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DriUe Periode: 

gfiltig Ton {27) bis 

Aus {24) und ergibt sich, daß ^ die Ohr IT tats ücMich 

w&brend der ersten tmd der dritten Poiode in dem dnrch |/l — ~ 

beätiuimteii Verkältiiis laugsumei laufen sieht wie eeine eigene Ulir, 
an (26) siebt man aber, daß fSr diesen Beobachter in der zweiten 

Periode die Uhr K im Verlmltnis ]/^'^ - schneller läuft als K '. Zwar 

r c — v I 

ist, falls r viel Icloinpr als c ist, die zweite Periode betriielitlicli kürzer 

als die erste und die dritte, dann ist aber auch die von Ji beobachtete 

Beschleuiiigunp' des Ganges von K viel größer als die Ver/.ögenmg in 

der ersten und der dritten Periode. So ist verständlich, daü ßciiiieß- ' 

lieh K der Uhr K' vorgekommen ist. ' 

Es ist nun schließlich anch Uar, daß ein Unterschied besteht 
zwischen dem, was A und was B beobachtet. liest nimlich Ä die 
Uhr von S in derselben Weise ab, wie diesw soeben die Uhr von ^ 
Ä abgelesen hal^ so sieht er dieselbe fortwährend lan^amer laufen als 
seine eigene Uhr. i 

5. Aldeitnng der Trausformationsformeln fOr das Einsteinsche 

Aqui Valenzprinzip. 

Die der Geschwindigkeit c' des Lichtes im System .r', f/', 0', \ 
gestellte Bedingung erfordert, daß die zusammengehörenden Diüeren- 
tialquotienteu so miteinander znsammenhängeii, daß jedesmal, wenn I 

ist, auch 

dß'*- c'W«- 0 i 

wird, wo c' nur eine Funktion von 0' ist. Weil wir ' 

setzen, so folgt daraus, daß I 
{29) dä'- ^dfi - - e'*dt'* 

ist, und zwar für alle Werte der Differentiale, f&r w^che die beidm 
Glieder dieser Gleichung nicht positiv sind. 
Es sei nun 

{30) 4r-y(jr',0, ct^i;{M\t'). 

Wir kommen dann zu den Bedingungen 

• * 

I 
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dtp dtp _ di> __ f. 

W dz' dt' dz' dt' ~ ' 

Zieht man von der nach z' differentiierteii Gleichung (SS) jene 
ah, die man erhält, wenn man {31) nach t' differentiiert und durdi 2 
dividiert^ so ergibt sich die Beziehung 



dz 

1» ^ 



az'«^t dz * dt' ^* 



ans dar, fBÜs und nicht 0 sind, in Verfaindiuig mit {ßU) folgt 

d'fp 



dz' dz' 

Aus dieser Gleiehong ergibt sich, daß das Verhältnis von ^J, 
und und sodann ans (^1), daß jeder dieser Differeintialquotienttti 
ftr sieh unabhftng^ von m' iai Wir seteen also 

d(f _ yt d^ j, 

wo 7,, jT,, nur Funktionen Ton sind. Die Ableitungen jener 
Fnnktioneu deuten wir mit Strichen an. 
IMe Gleichung (ßtj gibt nun 

(55) T\-T\^l 
und sJso 

Weiter folgt aus (5^), mit Beachtung von {36\ 

(37) IlTi-T^T^-O, 

und aus ( .V.V) 

Letsterer Gleiehung kann nur genügt werden, wenn die Koeffi-' 

zienten von z'^ und von e', und somit der letate Klanunerausdnudc 
im ersten Glied Konstanten sind. Wir setzen 

wo daa negatiye Vorseiehen dureb die Überlegung bedingt wird, daß 
auch fOr große Werte von g'* die Größe e' reeU sein soll, und 

Wir nehmen die Größe k positiv, während positiv oder negativ 
sein kann. 
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AoB (37) und (40) kttDii man T'^ und T'^ abldten, und zwar isfcy 
wi» warn der Yergleichung mit (36) und (39) gleich berrorgeht^ 

2; — r,ti, — 

Dies gibt 

wo #0 und ^ IiitegratioiidEOiistaiiteii sind, und die TkttnafomatioD»- 
gleiebungen werden naeli (34) mid (30) 

m M-0^''T^(»'^z',), 

Für die Bestimmung der Fuuktioiicn nml 7' haben wir die 
Gleichungen (5^) und {39), aus denen maii ableiten kaun, 

(43) 

und nach Integration 

mit der Konstante t^. Es TerdienJ; dabei Beachtung, daß auch der 
Reiche Ausdruck, aber mit dem umgekelirton YorzeicheOi der Glei> 
chung (43) genügen würtle, wir werden aber die Bedingung stellen, 
daß für einen bestimmten Wert von t' die Koordinaten z und z' sich 
in gleicher iiichtung ändern. Dann muß nnch (41) positiv sein. 

Verlangt man weiter, daß für eiueu best immttm Wert \on z' z'q 
die Zeiten t und t' in derselben Uichtung sich ändern, so geht aas (42) 
hnror, daß T'^ ponilT isl Indem wir dieses beachten, finden wir 
ans (55) 

Es ergibt sich nun, daß die TnuisformaUousformeln, die man er* 
hält, wenn man die Werte Ton und in (41) und (42) sabstita- 
ierl^ tatsächlich der Bedingung (29) genfigen, ftUs 

und also, wenn man «' > j9o ansetzt, 

ist. Laßt man die Konstanten t^, z^ und Iq fort, so gehen die Trans- 
formationsfonneln Aber in jene, welche im Teste imgegeben worden sind. 
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